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 6#תרגיל בית /  1ר "מד
 אריאל סטולרמן

  
(1) 

,𝑉)יהי  ‖ ∙  כאשר ,הוא מרחב נורמה V-של האופרטורים הלינאריים ב 𝐿(𝑉)להלן הוכחה כי המרחב . מרחב נורמה ממימד סופי (‖

‖𝐴‖ ≔ 𝑠𝑢𝑝𝑥≠0
‖𝐴𝑥‖

‖𝑥‖
: 

, 𝐿 𝑉)נסתכל על  ‖ ∙ ,𝜀∃𝑁𝜀∀𝑛∀: סדרת קושי כך ש 𝐴𝑖תהי . (‖ 𝑚 > 𝑁𝜀 : 𝜌 𝐴𝑛 , 𝐴𝑚  = ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖ < 𝜀.  נוכיח כי הגבול𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝐴𝑘 ∈ 𝐿(𝑉) 

𝑥יהי . הינו אופרטור לינאריקיים ו ∈ ℝ𝑛 ,עבורו נגדיר סדרה ב-ℝ𝑛 :𝑥𝑖 = 𝐴𝑖𝑥 . יהי𝜀 > ,𝑛מקיים שלכל  𝑁𝜀עבורו , 0 𝑚 > 𝑁𝜀 מתקיים 

‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖ <
𝜀

‖𝑥‖
 :הינה סדרת קושי 𝑥𝑖להלן הוכחה כי . 

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ = ‖𝐴𝑛𝑥 − 𝐴𝑚𝑥‖ = ‖ 𝐴𝑛 − 𝐴𝑚  𝑥‖ ≤ 

‖𝐴‖: מהגדרת נורמת אופרטור מתקיים ≥ 𝑠𝑢𝑝𝑥≠0
‖𝐴𝑥‖

‖𝑥‖
‖𝐴𝑥‖ולכן   ≤ ‖𝐴‖ ∙ ‖𝑥‖ (ותו סימון הנורמה עבור וקטור ועבור אופרטור לינארי הינו א

 (.אך הסמנטיקה שונה כמובן, סימון

≤ ‖𝐴𝑛 − 𝐴𝑚‖ ∙ ‖𝑥‖ <
𝜀

‖𝑥‖
∙ ‖𝑥‖ = 𝜀 

‖𝑥‖-כך ש 𝑥מכאן שלכל  ≠  נקבל כי, סדרת קושי 𝑥𝑖-מרחב שלם ו ℝ𝑛-כיוון ש .אכן סדרת קושי 𝑥𝑖תנאי קושי מתקיים ולכן  𝜀ולכל  0

𝜑 𝑥 ≔ 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝑥𝑖 מקיימת :𝜑 𝑥 ∈ 𝐿(𝑉) הוכחה כי .כנדרש, גם כן 𝜑(𝑥)  הוא פונקציה לינארית של𝑥: 

𝑥נניח כי  .1 = 𝑥′ + 𝑥′′ ,𝑥𝑖
′ = 𝐴𝑖𝑥

′ , 𝑥𝑖
′′ = 𝐴𝑖𝑥′′  עבורן מתקיים𝜑 𝑥′  = 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝑥𝑘 ′ , 𝜑 𝑥′′  = 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝑥𝑘 ′′: 

𝜑 𝑥 = 𝜑 𝑥′ + 𝑥′′  = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

(𝑥𝑘
′ + 𝑥𝑘

′′ ) = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑘
′ + 𝑙𝑖𝑚

𝑘→∞
𝑥𝑘

′′ = 𝜑 𝑥′  + 𝜑 𝑥′′   

𝑥𝑖נניח כי  .2 = 𝐴𝑖𝑥  עבורו מתקיים𝜑 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝑥𝑘 ו-𝜆 סקאלר: 

𝜑 𝜆𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

(𝜆𝑥)𝑖 = 𝜆 ∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑖 = 𝜆 ∙ 𝜑(𝑥) 

𝐴𝑥: המקיים A מכאן התקבל אופרטור לינארי. 𝑥-לינארית ב' הינה אכן פונ 𝜑-מכאן ש = 𝜑(𝑥) , כלומר𝐴𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝐴𝑘𝑥 . שוויון זה הינו שוויון

𝐴: נותר להוכיח רק כי. ℝ𝑛-וקטורים ב = 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝐴𝑖 ב-𝐿(𝑉) . יהי𝜀 > 𝑖כך שלכל  𝐴𝑖𝑥תאים לסדרה המ 𝑁𝜀-וכלשהו  0 > 𝑁𝜀 מתקיים: 

‖𝐴𝑖𝑥 − 𝐴𝑥‖ < 𝜀 ∙ ‖𝑥‖ ( לכל𝑥 ∈ ℝ𝑛 כך ש-‖𝑥‖ ≠  :כעת מתקיים (.0

‖𝐴𝑖 − 𝐴‖ = 𝑠𝑢𝑝
‖𝑥‖≠0

‖(𝐴𝑖 − 𝐴)𝑥‖

‖𝑥‖
= 𝑠𝑢𝑝

‖𝑥‖≠0

‖(𝐴𝑖𝑥 − 𝐴𝑥‖

‖𝑥‖
<

𝜀 ∙ ‖𝑥‖

‖𝑥‖
= 𝜀 

𝐴: ומכאן = 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞ 𝐴𝑖 , ולכן𝐴 ∈ 𝐿(𝑉) (קיים והינו אופרטור לינארי .) לפיכך(𝐿 𝑉 ,  .כנדרש, הוא מרחב שלם (‖∙‖

 

(2) 

,𝐴תהיינה  𝑃 ∈ 𝑀𝑎𝑡𝑛 (ℝ) כך ש-𝑑𝑒𝑡 𝑃 ≠ 𝑒𝑃−1𝐴𝑃להלן הוכחה כי . 0 = 𝑃−1𝑒𝐴𝑃: 

𝑒𝑃−1𝐴𝑃 =  
 𝑃−1𝐴𝑃 𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=  
𝑃−1𝐴𝑃 ∙ 𝑃−1𝐴𝑃 ∙ … ∙ 𝑃−1𝐴𝑃

𝑘!

∞

𝑘=0

=  
𝑃−1𝐴𝑘𝑃

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑃−1 ∙  
𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

∙ 𝑃 = 𝑃−1 ∙ 𝑒𝐴 ∙ 𝑃 

(3) 

𝐴תהי  ∈ 𝑀𝑎𝑡𝑛 (ℝ): 

𝑑𝑒𝑡 𝑒𝐴 = 𝑑𝑒𝑡 
𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=? ? ? 

(4) 

𝐴תהי  ∈ 𝑀𝑎𝑡𝑛  ℝ  כך ש-𝐴𝑡 = −𝐴 . להלן הוכחה כי𝑒𝐴 שכלומר , אורתוגונלית-𝑒𝐴 ∙  𝑒𝐴 𝑡 =  𝑒𝐴 𝑡 ∙ 𝑒𝐴 = 𝐸 , כאשרE מטריצת יחידה: 

 𝑒𝐴 𝑡 =   
𝐴𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

 

𝑡

=  
1

𝑘!
∙  𝐴𝑘 𝑡

∞

𝑘=0

=
 𝐴𝑘  

𝑡
= 𝐴∙𝐴∙…∙𝐴 𝑡=𝐴𝑡 ∙𝐴𝑡 ∙…∙𝐴𝑡 = 𝐴𝑡  𝑘

 
1

𝑘!
∙  𝐴𝑡 𝑘

∞

𝑘=0

=  
1

𝑘!
∙ (−𝐴)𝑘

∞

𝑘=0

= 𝑒−𝐴 ⇒ 
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𝑒𝐴 ∙  𝑒𝐴 𝑡 = 𝑒𝐴 ∙ 𝑒−𝐴 = 𝑒𝐴−𝐴 = 𝑒𝜃 =  

𝑒0 0 ⋯ 0
0 𝑒0 ⋯ 0
⋮  ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑒0

 = 𝐸 

 (כוןזה נלא בטוח ש) (5)

𝐴תהי  ∈ 𝑀𝑎𝑡𝑛 (ℝ) כך ש-𝜆1 , … , 𝜆𝑛 להלן חישוב ערכיה העצמיים של . יםהם ערכיה העצמי𝑒𝐴: 

𝐷 =  

𝜆1 0 … 0
0 𝜆2 … 0
⋮  ⋱ ⋮
0 0 … 𝜆𝑛

 , ∃𝑃 𝑠. 𝑡. :  𝐴 = 𝑃−1𝐷𝑃 ⇒ 𝑒𝐴 = 𝑒𝑃−1𝐷𝑃 =
לפי 2

𝑃−1𝑒𝐷𝑃 = 

𝑒𝐷 =  
𝐷𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=

 

 
 
 
 
 
 
 

 
𝜆1

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

0 ⋯ 0

0  
𝜆2

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

⋯ 0

⋮  ⋱ ⋮

0 0 ⋯  
𝜆𝑛

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0  

 
 
 
 
 
 
 

=  

𝑒𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝑒𝜆2 ⋯ 0
⋮  ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑒𝜆𝑛

 ⇒ 

𝑒𝜆1הם  𝑒𝐷כיוון שערכיה העצמיים של . אז יש להן אותם ערכים עצמיים, 𝑒𝐴היא הצורה האלכסונית של  𝑒𝐷-כיוון ש , … , 𝑒𝜆𝑛  אז אלו גם ערכיה

 .𝑒𝐴העצמיים של 

 

(6) 

a. 𝑦1 𝑥 = 1, 𝑦2 𝑥 = 𝑥2  𝑊 𝑦1 , 𝑦2 =  1 𝑥2

0 2𝑥
 = 2𝑥 

b. 𝑦1 𝑥 = 𝑒−𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥  𝑊 𝑦1 , 𝑦2 =  𝑒−𝑥 𝑥𝑒−𝑥

−𝑒−𝑥 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥  = 𝑒−2𝑥 − 𝑥𝑒−2𝑥 + 𝑥𝑒−2𝑥 = 𝑒−2𝑥  

c. 𝑦1 𝑥 = cos 𝑥 , 
 𝑦2 𝑥 = cos⁡(2𝑥) 

𝑊 𝑦1 , 𝑦2 =  𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥
−𝑠𝑖𝑛𝑥 −2𝑠𝑖𝑛2𝑥

 = −2𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 

−4𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥 = −3𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛3𝑥 
d. 𝑦1 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥,  

𝑦2 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛  𝑥 +
𝜋

4
  𝑊 𝑦1 , 𝑦2 =  

𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑠𝑖𝑛  𝑥 +
𝜋

4
 

𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠  𝑥 +
𝜋

4
 
 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠  𝑥 +

𝜋

4
 − 𝑠𝑖𝑛  𝑥 +

𝜋

4
 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 

1

2
 𝑠𝑖𝑛  2𝑥 +

𝜋

4
 − 𝑠𝑖𝑛  −

𝜋

4
 − 𝑠𝑖𝑛  2𝑥 +

𝜋

4
 + 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
 = 2𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
= 2 ∙

 2

2
=  2 

e. 𝑦1 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥,  
𝑦2 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 

𝑊 𝑦1 , 𝑦2 =  𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥
2𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 −2𝑠𝑖𝑛2𝑥

 = −4𝑠𝑖𝑛3𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 −  2𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠3𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛3𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 

−2𝑠𝑖𝑛3𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠3𝑥 = −𝑠𝑖𝑛2𝑥 ∙  𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 
=1

= −𝑠𝑖𝑛2𝑥 

 

(7) 

a. 𝑦 ′′ − 2𝑦 ′ = 0: 

𝑝 𝜆 = 𝜆2 − 2𝜆 = 𝜆 𝜆 − 2 = 0 ⇒ 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 2 ⇒ 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠:  𝑒0∙𝑥 , 𝑒2𝑥 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
2𝑥  

b. 𝑦 ′′ − 6𝑦 ′ + 9𝑦 = 0: 

𝑝 𝜆 = 𝜆2 − 6𝜆 + 9 = 0 ⇒
6 ±  36 − 36

2
= 3 ⇒ 𝜆1 = 𝜆2 = 3 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒

3𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒3𝑥  

c. 𝑦 ′′ + 2𝑦 ′ + 10𝑦 = 0: 

𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 2𝜆 + 10 = 0 ⇒
−2 ±  4 − 40

2
=

−2 ± 6𝑖

2
⇒ 𝜆1 = −1 + 3𝑖, 𝜆2 = −1 − 3𝑖 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒

−𝑥𝑠𝑖𝑛3𝑥 + 𝑐2𝑒
−𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥 

d. 𝑦 ′′ + 4𝑦 = 0: 
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𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 4 = 0 ⇒ ±
 −16

2
= ±2𝑖 ⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐2𝑐𝑜𝑠2𝑥 

(8) 

𝑦. א ′′ − 4𝑦 = 8𝑥3: 

 :פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ − 4𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 − 4 = 0 ⇒ 𝜆1 = 2, 𝜆2 = −2 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒2𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−2𝑥  

= 𝑔 𝑥: מתקיים 8𝑥3 = 𝑒𝛼𝑥 𝑃𝑛  𝑥   כלומר𝛼 = 0 (≠ 𝜆1 , 𝜆2), 𝑃𝑛  𝑥 = 8𝑥3 .מכאן שהפתרון מהצורה :𝑦
~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 𝑄𝑛  𝑥 = 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 +

𝐶𝑥 + 𝐷 . נחשב𝑦
~

′ , 𝑦
~
 :ונציב במשוואה ′′

𝑦
~

′ = 3𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 𝐶, 𝑦
~

′′ = 6𝐴𝑥 + 2𝐵 ⇒ 

6𝐴𝑥 + 2𝐵 − 4 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷 = 8𝑥3 ⇔ 6𝐴𝑥 + 2𝐵 − 4𝐴𝑥3 − 4𝐵𝑥2 − 4𝐶𝑥 − 4𝐷 = 8𝑥3 ⇔ 

−4𝐴𝑥3 − 4𝐵𝑥2 +  6𝐴 − 4𝐶 𝑥 +  2𝐵 − 4𝐷 = 8𝑥3 ⇒ 

 −4A = 8 ⇒ A = −2 
 −4𝐵 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 
 6𝐴 − 4𝐶 = 0 ⇒ −12 = 4𝐶 ⇒ 𝐶 = −3 
 2𝐵 − 4𝐷 = 0 ⇒ 𝐷 = 0 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 = −2𝑥3 − 3𝑥 ⇒ 

General Solution: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
2𝑥 + 𝑐2𝑒

−2𝑥 − 2𝑥3 − 3𝑥 

𝑦. ב ′′ − 5𝑦 ′ + 4𝑦 = 𝑒2𝑥 ∙ 4𝑥2: 

 :פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ − 5𝑦 ′ + 4𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 − 5𝜆 + 4 = 0 ⇒
5 ±  25 − 16

2
=

5 ± 3

2
⇒ 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 4 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒4𝑥  

= 𝑔 𝑥: ייםמתק 𝑒2𝑥 ∙ 4𝑥2  כלומר𝛼 = 2 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 4𝑥2 .מכאן שפתרון מהצורה :𝑦
~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 𝑄𝑛  𝑥 = 𝑒2𝑥(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶) . נחשב

𝑦את 
~

′ , 𝑦
~

 :ונציב במשואה ′′

𝑦
~

′ 𝑥 = 2𝑒2𝑥 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 + 𝑒2𝑥 2𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝑒2𝑥  2𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 2𝐶 + 2𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝑒2𝑥  2𝐴𝑥2 +  2𝐴 + 2𝐵 𝑥 +  𝐵 + 2𝐶   

𝑦
~

′′  𝑥 = 4𝑒2𝑥 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 + 2𝑒2𝑥 2𝐴𝑥 + 𝐵 + 2𝑒2𝑥 2𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝑒2𝑥 ∙ 2𝐴 = 

𝑒2𝑥 4𝐴𝑥2 + 4𝐵𝑥 + 4𝐶 + 4𝐴𝑥 + 2𝐵 + 4𝐴𝑥 + 2𝐵 + 2𝐴 = 𝑒2𝑥  4𝐴𝑥2 +  8𝐴 + 4𝐵 𝑥 +  2𝐴 + 4𝐵 + 4𝐶  ⇒ 

𝑒2𝑥  4𝐴𝑥2 +  8𝐴 + 4𝐵 𝑥 +  2𝐴 + 4𝐵 + 4𝐶  − 5𝑒2𝑥  2𝐴𝑥2 +  2𝐴 + 2𝐵 𝑥 +  𝐵 + 2𝐶  + 4𝑒2𝑥(𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶) = 𝑒2𝑥 ∙ 4𝑥2 ⇒ 

4𝐴𝑥2 +  8𝐴 + 4𝐵 𝑥 +  2𝐴 + 4𝐵 + 4𝐶 − 10𝐴𝑥2 −  10𝐴 + 10𝐵 𝑥 −  5𝐵 + 10𝐶 + 4𝐴𝑥2 + 4𝐵𝑥 + 4𝐶 = 4𝑥2 ⇒ 

−2𝐴𝑥2 +  −2𝐴 − 2𝐵 𝑥 +  2𝐴 − 𝐵 − 2𝐶 = 4𝑥2 ⇒ 

 −2𝐴 = 4 ⇒ 𝐴 = −2 
 −2𝐴 − 2𝐵 = 0 ⇒ 𝐵 = −𝐴 ⇒ 𝐵 = 2 
 2𝐴 − 𝐵 − 2𝐶 = 0 ⇒ −4 − 2 − 2𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 = −3 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 = 𝑒2𝑥 −2𝑥2 + 2𝑥 − 3 ⇒ 

General Solution: 𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

4𝑥 + 𝑒2𝑥 −2𝑥2 + 2𝑥 − 3  

𝑦. ג ′′ + 3𝑦 ′ − 4𝑦 = 𝑒−4𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥: 

 :פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ + 3𝑦 ′ − 4𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 3𝜆 − 4 = 0 ⇒
−3 ±  9 + 16

2
=

−3 ± 5

2
⇒ 𝜆1 = 1, 𝜆2 = −4 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−4𝑥  

 :מתקיים

 𝑦 ′′ + 3𝑦 ′ − 4𝑦 = 𝑒−4𝑥 :𝛼 = −4 = 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 𝑦: פתרון מהצורהמכאן שה, 1
~
 𝑥 = 𝐴𝑥𝑒−4𝑥 . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
 :ונציב במשוואה ′′

𝑦
~

′ 𝑥 = −4𝐴𝑥𝑒−4𝑥 + 𝐴𝑒−4𝑥 = 𝑒−4𝑥 −4𝐴𝑥 + 𝐴 , 𝑦
~

′′  𝑥 = −4𝑒−4𝑥 𝐴 − 4𝐴𝑥 − 4𝐴𝑒−4𝑥 = 𝑒−4𝑥 16𝐴𝑥 − 8𝐴 ⇒ 

𝑒−4𝑥 16𝐴𝑥 − 8𝐴 + 3𝑒−4𝑥 −4𝐴𝑥 + 𝐴 − 4𝐴𝑥𝑒−4𝑥 = 𝑒−4𝑥 ⇒ 16𝐴𝑥 − 8𝐴 − 12𝐴𝑥 + 3𝐴 − 4𝐴𝑥 = 1 ⇒ 
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−5𝐴 = 1 ⇒ 𝐴 = −
1

5
⇒ 𝑦

~
 𝑥 = −

1

5
𝑥𝑒−4𝑥  

 𝑦 ′′ + 3𝑦 ′ − 4𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 :𝛼 = −1 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 𝑥 ,מכאן שהפתרון מהצורה :𝑦
~
 𝑥 = 𝑒−𝑥(𝐴𝑥 + 𝐵) . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
ונציב  ′′

 :במשוואה

𝑦
~

′ 𝑥 = −𝑒−𝑥 𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐴𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥  −𝐴𝑥 +  𝐴 − 𝐵  , 𝑦
~

′′  𝑥 = −𝑒−𝑥  −𝐴𝑥 +  𝐴 − 𝐵  − 𝐴𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥  𝐴𝑥 +  −2𝐴 + 𝐵  ⇒ 

𝑒−𝑥  𝐴𝑥 +  −2𝐴 + 𝐵  + 3𝑒−𝑥  −𝐴𝑥 +  𝐴 − 𝐵  − 4𝑒−𝑥 𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝑥𝑒−𝑥 ⇒ 𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵 − 3𝐴𝑥 + 3𝐴 − 3𝐵 − 4𝐴𝑥 − 4𝐵 = 𝑥 ⇒ 

−6𝐴𝑥 + 𝐴 − 6𝐵 = 𝑥 ⇒ 

 −6𝐴 = 1 ⇒ 𝐴 = −
1

6
 

 𝐴 − 6𝐵 = 0 ⇒ 6𝐵 = −
1

6
⇒ 𝐵 = −

1

36
 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 = 𝑒−𝑥  −

1

6
𝑥 −

1

36
  

⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:  𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

−4𝑥 −
1

5
𝑥𝑒−4𝑥 + 𝑒−𝑥  −

1

6
𝑥 −

1

36
  

𝑦. ד ′′ − 2𝑦 ′ + 𝑦 = 𝑒𝑥 ∙ 6𝑥: 

 :פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ − 2𝑦 ′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 − 2𝜆 + 1 = 0 ⇒
2 ±  4 − 4

2
⇒ 𝜆 = 1  𝑟 = 2 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥  

= 𝑔 𝑥: מתקיים 𝑒𝑥 ∙ 6𝑥  כלומר𝛼 = 1 = 𝜆1 = 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 6𝑥 הצורהומכאן שהפתרון מ :𝑦
~
 𝑥 = 𝑥2𝑒𝑥(𝐴𝑥 + 𝐵) . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
ונציב  ′′

𝑦כאשר )במשוואה 
~
 𝑥 = 𝑒𝑥(𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2):) 

𝑦
~

′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 + 𝑒𝑥 3𝐴𝑥2 + 2𝐵𝑥 = 𝑒𝑥  𝐴𝑥3 +  3𝐴 + 𝐵 𝑥2 + 2𝐵𝑥 ,  

𝑦
~

′′  𝑥 = 𝑒𝑥  𝐴𝑥3 +  3𝐴 + 𝐵 𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 𝑒𝑥  3𝐴𝑥2 +  6𝐴 + 2𝐵 𝑥 + 2𝐵 = 𝑒𝑥  𝐴𝑥3 +  6𝐴 + 𝐵 𝑥2 +  6𝐴 + 4𝐵 𝑥 + 2𝐵 ⇒ 

𝑒𝑥  𝐴𝑥3 +  6𝐴 + 𝐵 𝑥2 +  6𝐴 + 4𝐵 𝑥 + 2𝐵 − 2𝑒𝑥  𝐴𝑥3 +  3𝐴 + 𝐵 𝑥2 + 2𝐵𝑥 + 𝑒𝑥 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 = 𝑒𝑥 ∙ 6𝑥 ⇒ 

𝐴𝑥3 +  6𝐴 + 𝐵 𝑥2 +  6𝐴 + 4𝐵 𝑥 + 2𝐵 − 2𝐴𝑥3 +  −6𝐴 − 2𝐵 𝑥2 − 4𝐵𝑥 + 𝐴𝑥3 + 𝐵𝑥2 = 6𝑥 ⇒ 

6𝐴𝑥 + 2𝐵 = 6𝑥 ⇒ 

 6𝐴 = 6 ⇒ 𝐴 = 1 
 2𝐵 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 = 𝑥3𝑒𝑥  

⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:  𝑦 𝑥 = 𝑒𝑥 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑥3  

𝑦. ה ′′ + 𝑦 = 3 sin 2𝑥 + 𝑥 cos 2𝑥: 

 :פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 1 = 0 ⇒ 𝜆1 = 𝑖, 𝜆2 = −𝑖 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒𝑖𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−𝑖𝑥 ⇒ 𝑦1 𝑥 = cos 𝑥 , 𝑦2 𝑥 = sin𝑥 

= 𝑔 𝑥: מתקיים 𝑒𝛼𝑥  𝑃𝑛 𝑥 cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 sin 𝛽𝑥 = 3 sin 2𝑥 + 𝑥 cos 2𝑥  כלומר𝛼 = 0 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 𝑥, 𝑄𝑚  𝑥 = 3, 𝛽 = ולכן  2

𝑦 :הפתרון מהצורה
~
 𝑥 = 𝑅𝑙 𝑥 cos 2𝑥 + 𝑆𝑙 𝑥 sin 2𝑥 =

𝑙=max  n,m 
 𝐴𝑥 + 𝐵 cos 2𝑥 +  𝐶𝑥 + 𝐷 sin 2𝑥 . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
 :ונציב במשוואה ′′

𝑦
~

′ 𝑥 = −2 𝐴𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥 + 𝐴 cos 2𝑥 + 2 𝐶𝑥 + 𝐷 cos 2𝑥 + 𝐶 sin 2𝑥 =  2𝐶𝑥 + 𝐴 + 2𝐷 cos 2𝑥 +  −2𝐴𝑥 − 2𝐵 + 𝐶 sin 2𝑥 

𝑦
~

′′  𝑥 = −2 2𝐶𝑥 + 𝐴 + 2𝐷 sin 2𝑥 + 2𝐶 cos 2𝑥 + 2 −2𝐴𝑥 − 2𝐵 + 𝐶 cos 2𝑥 − 2𝐴 sin 2𝑥 = 

 2𝐶 − 4𝐴𝑥 − 4𝐵 + 2𝐶 cos 2𝑥 +  −4𝐶𝑥 − 2𝐴 − 4𝐷 − 2𝐴 sin 2𝑥 =  −4𝐴𝑥 − 4𝐵 + 4𝐶 cos 2𝑥 +  −4𝐶𝑥 − 4𝐴 − 4𝐷 sin 2𝑥 ⇒ 

 −4𝐴𝑥 − 4𝐵 + 4𝐶 cos 2𝑥 +  −4𝐶𝑥 − 4𝐴 − 4𝐷 sin 2𝑥 +  𝐴𝑥 + 𝐵 cos 2𝑥 +  𝐶𝑥 + 𝐷 sin 2𝑥 = 3 sin 2𝑥 + 𝑥 cos 2𝑥 ⇒ 

  −3𝐴 𝑥 +  −3𝐵 + 4𝐶  cos 2𝑥 +   −3𝐶 𝑥 +  −4𝐴 − 3𝐷  sin 2𝑥 = 𝑥 cos 2𝑥 + 3 sin 2𝑥 ⇒ 

 −3A = 1 ⇒ A = −
1

3
 

 −3𝐵 + 4𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 =
3

4
𝐵 
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 −3𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 

 −4𝐴 − 3𝐷 = 3 ⇒
4

3
− 3𝐷 = 3 ⇒ 𝐷 = −

5

9
 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 = −

1

3
𝑥 cos 2𝑥 −

5

9
sin 2𝑥 ⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:  𝑦 𝑥 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 −

1

3
𝑥 cos 2𝑥 −

5

9
sin 2𝑥 

𝑦. ו ′′ + 2𝑦 ′ + 𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 :

: פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ + 2𝑦 ′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 2𝜆 + 1 = 0 ⇒
−2 ±  4 − 4

2
= −1 ⇒ 𝜆 = −1  𝑟 = 2 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒−𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥  

= 𝑔 𝑥 :מתקיים 𝑒𝛼𝑥  𝑃𝑛 𝑥 cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 sin 𝛽𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥  כלומר𝛼 = 1 ≠ 𝜆 , 𝛽 = 1, 𝑃𝑛  𝑥 = 1, 𝑄𝑚  𝑥 = ולכן הפתרון הוא  0

𝑦 :מהצורה
~
 𝑥 = 𝑒𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin𝑥) . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
 :ונציב במשוואה ′′

𝑦
~

′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑒𝑥 −𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 = 𝑒𝑥   𝐴 + 𝐵 cos 𝑥 +  −𝐴 + 𝐵 sin 𝑥  

𝑦
~

′′  𝑥 = 𝑒𝑥   𝐴 + 𝐵 cos 𝑥 +  −𝐴 + 𝐵 sin𝑥 + 𝑒𝑥  − 𝐴 + 𝐵 sin 𝑥 +  −𝐴 + 𝐵 cos 𝑥 = 𝑒𝑥  2𝐵 cos 𝑥 − 2𝐴 sin𝑥 ⇒ 

𝑒𝑥  2𝐵 cos 𝑥 − 2𝐴 sin 𝑥 + 2𝑒𝑥   𝐴 + 𝐵 cos 𝑥 +  −𝐴 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑒𝑥 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin𝑥 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 ⇒ 

 2𝐵 + 2𝐴 + 2𝐵 + 𝐴 cos 𝑥 +  −2𝐴 − 2𝐴 + 2𝐵 + 𝐵 sin 𝑥 = cos 𝑥 ⇒  3𝐴 + 4𝐵 cos 𝑥 +  −4𝐴 + 3𝐵 sin 𝑥 = cos 𝑥 ⇒ 

 −4𝐴 + 3𝐵 = 0 ⇒ 𝐴 =
3

4
𝐵 

 3𝐴 + 4𝐵 =
9

4
𝐵 + 4𝐵 = 1 ⇒ 𝐵 =

4

25
⇒ 𝐴 =

3

25
 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 = 𝑒𝑥  

3

25
cos 𝑥 +

4

25
sin𝑥 ⇒ 𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:  𝑦 𝑥 = 𝑐1𝑒

−𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥  
3

25
cos 𝑥 +

4

25
sin 𝑥  

𝑦. ז ′′ + 𝑦 ′ + 𝑦 = sin2 𝑥 :

: פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ + 𝑦 ′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 𝜆 + 1 = 0 ⇒
−1 ±  −3

2
⇒ 𝜆1,2 =

−1 ±  3𝑖

2
⇒ 𝑦1,2 𝑥 = 𝑒

−1± 3𝑖
2

𝑥 ⇒ 

𝑦1 𝑥 = 𝑒−
1
2
𝑥 cos

 3

2
𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−

1
2
𝑥 sin

 3

2
𝑥 

= 𝑔 𝑥: מתקיים sin2 𝑥 =
1−cos 2𝑥

2
= 𝑔 𝑥נסתכל על , 

1

2
= 𝑔 𝑥-ו  −

1

2
cos 2𝑥 :

 𝑦 ′′ + 𝑦 ′ + 𝑦 =
1

2
= 𝑔 𝑥מתקיים :  𝑒𝛼𝑥 𝑃(𝑥)  ולכן𝛼 = 0 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 =

1

2
𝑦ומכאן הפתרון מהצורה  

~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 𝑄𝑛  𝑥 = 𝐴 , ולכן

𝑦
~

′ 𝑥 = 𝑦
~

′′  𝑥 = 0: מכאן. 0 + 0 + 𝐴 =
1

2
𝐴ולכן   =

1

2
𝑦: הפתרון. 

~
 𝑥 =

1

2
. 

 𝑦 ′′ + 𝑦 ′ + 𝑦 = −
1

2
cos 2𝑥 : מתקיים𝑔 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥  𝑃𝑛 𝑥 cos 𝛽𝑥 + 𝑄𝑚  𝑥 sin 𝛽𝑥   ולכן𝛼 = 0 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝛽 = 2, 𝑃𝑛 𝑥 = −

1

2
, 

𝑄𝑚  𝑥 = 𝑦ומכאן הפתרון מהצורה , 0
~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥  𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥 = 𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥 . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
 :ונציב במשוואה ′′

𝑦
~

′ 𝑥 = −2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥 , 𝑦
~

′′  𝑥 = −4𝐴 cos 2𝑥 − 4𝐵 sin 2𝑥 ⇒ 

−4𝐴 cos 2𝑥 − 4𝐵 sin 2𝑥 − 2𝐴 sin 2𝑥 + 2𝐵 cos 2𝑥 + 𝐴 cos 2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥 = −
1

2
cos 2𝑥 ⇒ 

 −3𝐴 + 2𝐵 cos 2𝑥 +  −3𝐵 − 2𝐴 sin 2𝑥 == −
1

2
cos 2𝑥 ⇒ 

 −3𝐵 − 2𝐴 = 0 ⇒ 𝐵 = −
2

3
𝐴 

 −3𝐴 + 2𝐵 = −
1

2
⇒ −3𝐴 −

4

3
𝐴 = −

1

2
⇒ −

13

3
𝐴 = −

1

2
⇒ 𝐴 =

3

26
⇒ 𝐵 = −

2

26
= −

1

13
 

⇒ 𝑦
~
 𝑥 =

3

26
cos 2𝑥 −

1

13
sin 2𝑥 

= 𝑦 𝑥: ומכאן הפתרון הכללי הוא 𝑐1𝑒
−

1

2
𝑥 cos

 3

2
𝑥 + 𝑐2𝑒

−
1

2
𝑥 sin

 3

2
𝑥 +

1

2
+

3

26
cos 2𝑥 −

1

13
sin 2𝑥 .

 

(9 )
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𝑦. א ′′ + 𝑦 = 4𝑒𝑥 , 𝑦 0 = 4, 𝑦 ′ 0 = −3 :

: פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 1 = 0 ⇒ 𝜆1 = 𝑖, 𝜆2 = −𝑖 ⇒ 𝑦1 𝑥 = cos 𝑥 , 𝑦2 𝑥 = sin 𝑥 

= 𝑔 𝑥: מתקיים 𝑒𝑥 ∙ 𝛼ומכאן  4 = 1 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 𝑦הפתרון הוא מהצורה  ולכן 4
~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 𝑄𝑛  𝑥 = 𝐴𝑒𝑥 . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
ונציב  ′′

𝑦: במשוואה
~

′ 𝑥 = 𝑦
~

′′  𝑥 = 𝑦
~
 𝑥 = 𝐴𝑒𝑥 ומכאן: 

𝐴𝑒𝑥 + 𝐴𝑒𝑥 = 4𝑒𝑥 ⇒ 2𝐴 = 4 ⇒ 𝐴 = 2 ⇒ 𝑦
~
 𝑥 = 2𝑒𝑥  

= 𝑦 𝑥: ומכאן הפתרון הכללי הוא 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + 2𝑒𝑥.  מציאת הפתרון הפרטיאת תנאי ההתחלה לנציב :

 𝑐1 cos 0 + 𝑐2 sin 0 + 2𝑒0 = 𝑐1 + 2 = 4 ⇒ 𝑐1 = 2 

 𝑦 ′ 0 = −𝑐1 sin 0 + 𝑐2 cos 0 + 2𝑒0 = 𝑐2 + 2 = −3 ⇒ 𝑐2 = −5 

⇒ 𝑦 𝑥 = 2 cos 𝑥 − 5 sin 𝑥 + 2𝑒𝑥  

𝑦. ב ′′ − 2𝑦 ′ = 2𝑒𝑥 , 𝑦 1 = −1, 𝑦 ′ 1 = 0 :

: פתרון המשוואה ההומוגנית

𝑦 ′′ − 2𝑦 ′ = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 − 2𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 𝜆 − 2 = 0 ⇒ 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 2 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 1, 𝑦2 𝑥 = 𝑒2𝑥  

= 𝑔 𝑥: מתקיים 𝑒𝑥 ∙ 𝛼ומכאן  2 = 1 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 𝑦ולכן הפתרון הוא מהצורה  2
~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 𝑄𝑛  𝑥 = 𝐴𝑒𝑥 . נחשב את𝑦

~
′ , 𝑦

~
ונציב  ′′

𝑦: במשוואה
~

′ 𝑥 = 𝑦
~

′′  𝑥 = 𝑦
~
 𝑥 = 𝐴𝑒𝑥 ומכאן: 

𝐴𝑒𝑥 − 2𝐴𝑒𝑥 = 2𝑒𝑥 ⇒ −𝐴 = 2 ⇒ 𝐴 = −2 ⇒ 𝑦
~
 𝑥 = −2𝑒𝑥  

= 𝑦 𝑥: לי הואלן הפתרון הכאומכ 𝑐1 + 𝑐2𝑒
2𝑥 − 2𝑒𝑥 .נציב את תנאי ההתחלה למציאת הפתרון הפרטי :

 𝑦 ′ 1 = 2𝑐2𝑒
2 − 2𝑒 = 0 ⇒ 𝑐2 =

1

𝑒
 

 𝑦 1 = 𝑐1 +
1

𝑒
𝑒2 − 2𝑒 = −1 ⇒ 𝑐1 − 𝑒 = −1 ⇒ 𝑐1 = 𝑒 − 1 

⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑒 − 1 + 𝑒2𝑥−1 − 2𝑒𝑥  

𝑦. ג ′′ + 2𝑦 ′ + 2𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 , 𝑦 0 = 𝑦 ′ 0 = 0: 

: ההומוגניתפתרון המשוואה 

𝑦 ′′ + 2𝑦 ′ + 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑝 𝜆 = 𝜆2 + 2𝜆 + 2 = 0 ⇒
−2 ±  −4

2
⇒ 𝜆1,2 = −1 ± 𝑖 ⇒ 𝑦1 𝑥 = 𝑒−𝑥 cos 𝑥 , 𝑦2 𝑥 = 𝑒−𝑥 sin𝑥 

= 𝑔 𝑥: מתקיים 𝑒−𝑥 ∙ 𝑥  ומכאן𝛼 = −1 ≠ 𝜆1 , 𝜆2 , 𝑃𝑛  𝑥 = 𝑥  ולכן הפתרון הוא מהצורה𝑦
~
 𝑥 = 𝑒𝛼𝑥 𝑄𝑛  𝑥 = 𝑒−𝑥(𝐴𝑥 + 𝐵) . נחשב את

𝑦
~

′ , 𝑦
~
: ונציב במשוואה ′′

𝑦
~

′ 𝑥 = −𝑒−𝑥 𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐴𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥 −𝐴𝑥 + 𝐴 − 𝐵 , 𝑦
~

′′  𝑥 = −𝑒−𝑥 −𝐴𝑥 + 𝐴 − 𝐵 − 𝐴𝑒−𝑥 = 𝑒−𝑥 𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵 ⇒ 

𝑒−𝑥 𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵 + 2𝑒−𝑥 −𝐴𝑥 + 𝐴 − 𝐵 + 2𝑒−𝑥 𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝑥𝑒−𝑥 ⇒ 

 𝐴 − 2𝐴 + 2𝐴 𝑥 − 2𝐴 + 𝐵 + 2𝐴 − 2𝐵 + 2𝐵 = 𝑥 ⇒ 𝐴𝑥 + 𝐵 = 𝑥 ⇒ 𝐴 = 1, 𝐵 = 0 ⇒ 𝑦
~
 𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥  

= 𝑦 𝑥: ומכאן הפתרון הכללי הוא 𝑒−𝑥  𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin𝑥 + 𝑥  . את תנאי ההתחלה למציאת הפתרון הפרטינציב :

 𝑦 0 = 𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐1 = 0 

 𝑦 ′ 𝑥 = −𝑒−𝑥  𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + 𝑥 + 𝑒−𝑥  −𝑐1 sin 𝑥 + 𝑐2 cos 𝑥 + 1 = 𝑒−𝑥   −𝑐1 + 𝑐2 cos 𝑥 −  𝑐1 + 𝑐2 sin 𝑥 − 𝑥 + 1  

⇒ 𝑦 ′ 0 = −𝑐1 + 𝑐2 + 1 = 0 ⇒ 𝑐2 = −1 

⇒ 𝑦 𝑥 = 𝑒−𝑥  𝑥 − sin𝑥  

  



7 
 

(10 )

𝑥. א
..

+ 5𝑥
.

+ 4𝑥 = 0 :

= 𝑝 𝜆: האופייני פולינוםה 𝜆2 + 𝑝𝜆 + 𝑞 = 𝜆2 + 5𝜆 + ,𝑝מקיים   4 𝑞 > וכיוון שהמשוואה במקדמים , ציבההמשוואה י R-Hלפי קריטריון . 0

. היא יציבה אסימפטוטית, קבועים

𝑦. ב ′′′ + 6𝑦 ′′ + 12𝑦 ′ + 8𝑦 = 0 :

= 𝑝 𝜆: הפולינום האופייני 𝜆3 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 𝜆3 + 6𝜆2 + 12𝜆 + 8 = 𝑎1: מתקיים. 0 , 𝑎2 , 𝑎3 > 𝑎3וגם  0 = 8 < 6 ∙ 12 = 𝑎1 ∙ 𝑎2 .

. ולכן יציבה אסימפטוטית, המשוואה יציבה R-Hלפי קריטריון 

𝑦. ג ′′′ + 6𝑦 ′′ + 11𝑦 ′ + 6𝑦 = 0 :

= 𝑝 𝜆: הפולינום האופייני 𝜆3 + 6𝜆2 + 11𝜆 + 6 = 𝑎1: מתקיים. 0 , 𝑎2 , 𝑎3 > 𝑎3וגם  0 = 6 < 6 ∙ 11 = 𝑎1 ∙ 𝑎2 . לפי קריטריוןR-H  המשוואה

. ולכן יציבה אסימפטוטית, יציבה

+ 𝑦 4. ד 4𝑦 ′′′ + 4𝑦 ′′ = 0 :

= 𝑝 𝜆: הפולינום האופייני 𝜆4 + 4𝜆3 + 4𝜆2 = 𝜆2 𝜆2 + 4𝜆 + 4 = 𝜆2 𝜆 + 𝜆1 :ןמכאו 2 2 = 0  𝑟1 = 2 , 𝜆2 = −2 (𝑟2 = רון תשפכאן מ .(2

= 𝑦 𝑥: ר הוא"המד 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑒
−2𝑥 + 𝑐4𝑥𝑒−2𝑥. קייםתמ: 𝑦 𝑥 

𝑥→∞
   𝑐1 + ∞ + 0 + 0 = ה יביצא ל רטובפ,בה ציא יל שוואהמה ולכן ∞

. יתוטפטסימא

 

(11 )

𝑥 :וןתנ
..

+ 𝑘𝑥
.

+ sin 𝑥 = 𝑘ור עב 0 > 𝑦נסמן  .0 = 𝑥
.

 : ונקבל 
𝑥
.

= 𝑦

𝑦
.

= −𝑘𝑦 − sin 𝑥
𝑉 ריקטוה הושדת הל אקבן נכאמו   = (𝑦, −𝑘𝑦 − sin 𝑥)  .

: נאריזציהיל .א

𝜉
.

=

 

 
 

𝜕𝑉1

𝜕𝑥

𝜕𝑉1

𝜕𝑦
𝜕𝑉2

𝜕𝑥

𝜕𝑉2

𝜕𝑦  

 
 

∙ 𝜉 =  0 1
− cos 𝑥 −𝑘

 ∙ 𝜉: 

 𝑥0 =  0,0 :    𝜉
.

=  0 1
− cos 𝑥 −𝑘

    0,0 ∙ 𝜉 =  0 1
−1 −𝑘

 𝜉 

 𝑥0 =  𝜋, 0 :   𝜉
.

=  0 1
− cos 𝑥 −𝑘

    𝜋,0 ∙ 𝜉 =  0 1
1 −𝑘

 𝜉 

: ותיביצ. ב

𝑥0 =  0,0 :     
0 1

−1 −𝑘
 − 𝜆𝐼 =  −𝜆 1

−1 −𝑘 − 𝜆
 = 𝜆 𝜆 + 𝑘 + 1 = 𝜆2 + 𝑘𝜆 + 1 = 0 ⇒ 𝜆1,2 =

−𝑘 ±  𝑘2 − 4

2
 

𝑘י כידוע  > 0ם א :שנם שני מקריםולכן י ,0 < 𝑘 < ≠ 𝐼𝑚 𝜆1,2י ל כקבנ, 2 = 𝑅𝑒 𝜆1,2ם קיייתו 0 −
𝑘

2
< אם  .יתוטפטסימה אוהמשוואה יציב  -0

𝑘 ≥ 𝑘 קרהל מבכן שווכיו, יםמשים משישורל קבנ, 2 >  𝑘2 − 𝜆1,2אז  4 < . יתוטפטסימא בהציי ואהמשוה הז מקרהוגם ב 0

𝑥0 =  𝜋, 0 :     
0 1
1 −𝑘

 − 𝜆𝐼 =  −𝜆 1
1 −𝑘 − 𝜆

 = 𝜆2 + 𝑘𝜆 − 1 = 0 ⇒ 𝜆1,2 =
−𝑘 ±  𝑘2 + 4

2
⇒ 

(. אסימפטוטית)ואה אינה יציבה משוהלכן ו ,יחיובם מהחד וא םיימשמ רשיםהשו

 

(12 )

 
𝑥
.

= −2𝑥 + 𝑦 + 𝑥3

𝑦
.

= −𝑥 − 2𝑦 + 3𝑥5
 : 

: קודות קריטיותנ. א

𝑉 =  −2𝑥 + 𝑦 + 𝑥3 , −𝑥 − 2𝑦 + 3𝑥5 =  0,0 ⇒  
−2𝑥 + 𝑦 + 𝑥3 = 0

−𝑥 − 2𝑦 + 3𝑥5 = 0
 ⇒  

𝑦 = 2𝑥 − 𝑥3

𝑦 =
3

2
𝑥5 −

1

2
𝑥
 ⇒ 2𝑥 − 𝑥3 =

3

2
𝑥5 −

1

2
𝑥 ⇒ 
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4𝑥 − 2𝑥3 = 3𝑥5 − 𝑥 ⇒ 3𝑥5 + 2𝑥3 − 5𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 3𝑥4 + 2𝑥2 − 5 = 0 ⇒ 

 𝑡 ≔ 𝑥2 ⇒ 3𝑡2 + 2𝑡 − 5 = 0 ⇒ 𝑡1,2 =
−2 ±  4 + 60

6
=

−2 ± 8

6
⇒ 𝑡1 = −

10

6
  𝑖𝑟𝑟𝑒𝑙𝑒𝑣𝑎𝑛𝑡 , 𝑡2 = 1 ⇒ 𝑥2 = 1 ⇒ 𝑥 = ±1  

⇒ 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = −1 ⇒ 

, 0,0 : הנקודות הקריטיות הן  1,1 , (−1, −1) .

: הצייזרלינא. ב

𝜉
.

=

 

 
 

𝜕𝑉1

𝜕𝑥

𝜕𝑉1

𝜕𝑦
𝜕𝑉2

𝜕𝑥

𝜕𝑉2

𝜕𝑦  

 
 

𝜉 =  3𝑥2 − 2 1
15𝑥4 − 1 −2

 𝜉 ⇒ 

  0,0 :  𝜉
.

=  
−2 1
−1 −2

 𝜉 

  1,1 :  𝜉
.

=  1 1
14 −2

 𝜉 

  −1, −1 :  𝜉
.

=  1 1
14 −2

 𝜉 

: בותציי. ג

   −2 1
−1 −2

 − 𝜆𝐼 =  −2 − 𝜆 1
−1 −2 − 𝜆

 =  𝜆 + 2 2 + 1 = 𝜆2 + 4𝜆 + 5 = 0 ⇒ 𝜆1,2 =
−4± 16−20

2
= −2 ± 𝑖 ⇒ 𝑅𝑒 𝜆 < 0 

. יתוטפטסימא בהציי אהוומשהשאן כמ

   1 1
14 −2

 − 𝜆𝐼 =  1 − 𝜆 1
14 −2 − 𝜆

 =  𝜆 − 1  𝜆 + 2 − 14 = 𝜆2 − 𝜆 + 2𝜆 − 2 − 14 = 𝜆2 − 𝜆 − 16 = 0 ⇒ 

𝜆1,2 =
1 ±  65

2
⇒ 𝜆1 =

1 +  65

2
> 0 ⇒ 𝑅𝑒 𝜆1 > 0 

. (יתוטפטסימא בהציה יינט אפרוב) בהציה יינא ואהמשוהשן כאמ
 


