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 3#תרגיל בית /  1ר "מד

 אריאל סטולרמן

  

 

 :4עד סדר  𝒚(𝒙)מציאת פיתוח  – 2המשך תרגיל 

(1 )𝑦 ′ = 𝑥2 + 𝑦2 , 𝑦 0 = 1: 

𝑥0: מתקיים = 0, 𝑐0 = 1. 

𝑦 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐4𝑥
4 = 1 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 + 𝑐3𝑥
3 + 𝑐4𝑥

4 ⇒ 

𝑦 ′ 𝑥 = 𝑐1 + 2𝑐2𝑥 + 3𝑐3𝑥
2 + 4𝑐4𝑥

3  

𝑦 ′ 𝑥 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥2 +  1 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐4𝑥
4 2 ≅ 𝑥2 + 1 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 + 𝑐3𝑥
3 + 𝑐1𝑥 + 𝑐1

2𝑥2 + 𝑐1𝑐2𝑥
3 + 𝑐2𝑥

2 + 𝑐1𝑐2𝑥
3 

+𝑐3𝑥
3 = 1 + 2𝑐1𝑥 +  1 + 𝑐1

2 + 2𝑐2 𝑥
2 +  2𝑐1𝑐2 + 2𝑐3 𝑥

3 ⇒ 

𝑐1 + 2𝑐2𝑥 + 3𝑐3𝑥
2 + 4𝑐4𝑥

3 = 1 + 2𝑐1𝑥 +  1 + 𝑐1
2 + 2𝑐2 𝑥

2 +  2𝑐1𝑐2 + 2𝑐3 𝑥
3 ⇒ 

𝑐0 = 1;   𝑐1 = 1;    2𝑐2 = 2𝑐1 = 2 ⇒ 𝑐2 = 1;    3𝑐3 = 1 + 𝑐1
2 + 2𝑐2 = 1 + 1 + 2 = 4 ⇒ 𝑐3 =

4

3
;    4𝑐4 = 2𝑐1𝑐2 + 2𝑐3 = 4

2

3
⇒ 

𝑦 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +
4

3
𝑥3 + 4

2

3
𝑥4 + ⋯ 

(2 )𝑦 ′′ = 𝑒𝑦 + 𝑥, 𝑦 0 = 1, 𝑦 ′ 0 = 0: 

𝑥0: מתקיים = 0, 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 0: 

𝑦 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐4𝑥
4 = 1 + 𝑐2𝑥

2 + 𝑐3𝑥
3 + 𝑐4𝑥

4 ⇒ 

𝑦 ′′  𝑥 = 2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 12𝑐4𝑥
2  

𝑒𝑦 ≅ 𝑒1+𝑐2𝑥2+𝑐3𝑥3+𝑐4𝑥4
= 𝑒 ∙ 𝑒𝑐2𝑥2

∙ 𝑒𝑐3𝑥3
∙ 𝑒𝑐4𝑥4

≅ 

 𝑒𝑐2𝑥2
=  

 𝑐2𝑥
2 𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 1 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑜 𝑥2 ;   𝑒𝑐3𝑥3

= 1 + 𝑜 𝑥2 ;   𝑒𝑐4𝑥4
= 1 + 𝑜 𝑥2   

≅ 𝑒 ∙  1 + 𝑐2𝑥
2 ∙ 1 ∙ 1 = 𝑒 + 𝑐2𝑒𝑥

2 ⇒ 

2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 12𝑐4𝑥
2 = 𝑒 + 𝑥 + 𝑐2𝑒𝑥

2 ⇒ 𝑐0 = 1, ;    𝑐1 = 0;     2𝑐2 = 𝑒 ⇒ 𝑐2 =
𝑒

2
;    6𝑐3 = 1 ⇒ 𝑐3 =

1

6
;    12𝑐4 = 𝑐2𝑒 ⇒ 𝑐4 =

𝑒2

24
 

⇒ 𝑦 𝑥 = 1 +
𝑒

2
𝑥2 +

1

6
𝑥3 +

𝑒2

24
𝑥4 + ⋯ 

(3 )𝑦 ′′ = 𝑦𝑦 ′ − 𝑥2 , 𝑦 0 = 1, 𝑦 ′ 0 = 1: 

𝑥0: מתקיים = 0, 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 1. 

𝑦 𝑥 = ⋯ = 1 + 𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐4𝑥
4 ⇒ 

𝑦 ′ 𝑥 = 1 + 2𝑐2𝑥 + 3𝑐3𝑥
2 + 4𝑐4𝑥

3 ,   𝑦 ′′  𝑥 = 2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 12𝑐4𝑥
2 

𝑦𝑦 ′ =  1 + 𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐4𝑥
4  1 + 2𝑐2𝑥 + 3𝑐3𝑥

2 + 4𝑐4𝑥
3 ≅ 1 + 2𝑐2𝑥 + 3𝑐3𝑥

2 + 𝑥 + 2𝑐2𝑥
2 + 𝑐2𝑥

2 ⇒ 

𝑦 ′′ = 𝑦𝑦 ′ − 𝑥2 ⇒ 2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 12𝑐4𝑥
2 = 1 +  2𝑐2 + 1 𝑥 +  3𝑐2 + 3𝑐3 − 1 𝑥2 ⇒ 

𝑐0 = 1;   𝑐1 = 1;    2𝑐2 = 1 ⇒ 𝑐2 =
1

2
;    6𝑐3 = 2𝑐2 + 1 ⇒ 𝑐3 =

2

6
;    12𝑐4 = 3𝑐2 + 3𝑐3 − 1 =

3

2
+ 1 − 1 =

3

2
⇒ 𝑐4 =

3

24
⇒ 

𝑦 𝑥 = 1 + 𝑥 +
1

2!
𝑥2 +

2

3!
𝑥3 +

3

4!
𝑥4 + ⋯ 
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 :3תרגיל 

(1)  𝐴𝑥 = 𝑥2 , 𝑥0 =
1

2
: 

 𝑥0 =
1

2
 

 𝑥1 = 𝐴𝑥0 =
1

22 

 𝑥2 = 𝐴𝑥1 =
1

 22 2 =
1

24 

 𝑥3 = 𝐴𝑥2 =
1

 24 2 =
1

28 

⇒ 𝑥𝑛 =
1

22𝑛  

 (2 )𝐴𝑥 =
1

1+𝑥
, 𝑥 ∈ [0.5,1]: 

 :נקודות שבת

𝑥 ∈  0.5,1 , 𝐴𝑥 = 𝑥 ⇒
1

1 + 𝑥
= 𝑥 ⇒ 1 = 𝑥 + 𝑥2 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥1,2 =

−1 ±  5

2
⇒ 𝑥1 = −

1 +  5

2
, 𝑥2 =

−1 +  5

2
 

 :נבדוק איזה מהתוצאות בתחום

𝐴 −
1 +  5

2
 =

1

1 −
1 +  5

2

=
2

2 − 1 −  5
=

2

1 −  5
= −1.618 ∉  0.5,1  

𝐴 
−1 +  5

2
 =

1

1 +
−1 +  5

2

=
2

2 − 1 +  5
=

2

1 +  5
= 0.618 ∈ [0.5,1] 

𝑥: מכאן שנקודת השבת היחידה בתחום היא =
2

1+ 5
. 

,𝑀 : מרחב מטרי 𝜌 = ( 0.5,1 ,  𝑥 − 𝑦 ) . בדיקה האםA מכווצת: 

𝜌 𝐴𝑥, 𝐴𝑦 =  
1

1 + 𝑥
−

1

1 + 𝑦
 =  

𝑦 − 𝑥

 𝑥 + 1  𝑦 + 1 
 =  

1

 𝑥 + 1  𝑦 + 1 
 ∙  𝑥 − 𝑦 ≤ max

 0.5,1 
 

1

 𝑥 + 1  𝑦 + 1 
 ∙  𝑥 − 𝑦 =

1

1.52
 𝑥 − 𝑦  

=
4

9
 𝑥 − 𝑦      ⇒ 𝜆 =

4

9
< 1  A העתקה מכווצת ⇒

(3 )𝐴 𝑥1 , 𝑥2 = (𝑥1 , −𝑥2): 

𝑥תהי  = (𝑥1 , 𝑥2)   נקודת שבת שלA: 

𝐴𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝐴 𝑥1 , 𝑥2 =  𝑥1 , −𝑥2 =  𝑥1 , 𝑥2        ⇒ 𝑥 ∈ { 𝛼, 0 | 𝛼 ∈ ℝ} 

(4 )𝐴 𝑥1 , 𝑥2 = (𝑥1 , 𝑥2
2): 

𝐴𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝐴 𝑥1 , 𝑥2 =  𝑥1 , 𝑥2
2 =  𝑥1 , 𝑥2 ⇒ 𝑥2 = 𝑥2

2 ⇒ 𝑥2 ∈  0,1       ⇒ 𝑥 ∈   𝛼, 𝛽  | 𝛼 ∈ ℝ, 𝛽 ∈  0,1   

(5) 𝑥′ = 2𝑡𝑥2 , 𝑥 1 = 2, 𝑉 = { 𝑡 − 1 ≤ 1,  𝑥 − 2 ≤ 1}: 

𝑡0: מתקיים = 1, 𝑥0 = 2, 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑓 = 2𝑡𝑥2. 

 𝑡 − 1 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝑡 − 1 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 𝑡 ≤ 2;        𝑥 − 2 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝑥 − 2 ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 𝑥 ≤ 3   ⇒ 

𝑐 = max
𝑉

 𝑓 = max
𝑉

 2𝑡𝑥2 = 2 ∙ 2 ∙ 32 = 36 

𝛿 = min  𝑎,
𝑏

𝑐
 = min  1,

1

36
 =

1

36
⇒ 

By P-L theorem, the segment is:   𝑡0 − 𝛿, 𝑡0 + 𝛿 =  1 −
1

36
, 1 +

1

36
  

(6 )𝑥′ = 2𝑡𝑥2 , 𝑥 0 = 1, 𝑉 = { 𝑡 ≤
 2

4
,  𝑥 − 1 ≤ 1}: 

𝑡0: מתקיים = 0, 𝑥0 = 1, 𝑎 =
 2

4
, 𝑏 = 1, 𝑓 = 2𝑡𝑥2: 

 𝑡 ≤
 2

4
⇒ −

 2

4
≤ 𝑡 ≤

 2

4
;        𝑥 − 1 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝑥 − 1 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 𝑥 ≤ 2  ⇒ 
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𝑐 = max
𝑉

 2𝑡𝑥2 = 2 ∙
 2

4
∙ 22 = 2 2 =

4

 2
 

𝛿 = min  𝑎,
𝑏

𝑐
 = min{

 2

4
,
 2

4
} =

 2

4
⇒ 

By P-L theorem, the segment is:   −
 2

4
,
 2

4
  

(7 )𝑥′ + 𝑝 𝑡 𝑥 = 𝑞(𝑡): 

,𝑓 𝑡-צריך שיתקיים ש, כדי שלמשוואה יהיה פתרון יחיד 𝑥 = 𝑞 𝑡 − 𝑝 𝑡 𝑥 תהיה רציפה ב-ℝ וש-𝑓𝑥
′ = 𝑝(𝑡) תהיה רציפה ב-ℝ .ש, כ"סה, כלומר-

𝑝 𝑡 , 𝑞(𝑡) יהיו רציפות ב-ℝ. 

 

(8 )𝑥′ = 𝑡 + 𝑥, 𝑥 0 = 1: 

𝑥0: מתקיים = 1, 𝑡0 = 0. 

𝜑0 ≡ 𝑥0 = 1 

𝜑1 = 𝑥0 +  𝑓  𝜏, 𝜑0 𝜏 
=𝑥0=1

 𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

= 1 +   𝜏 + 1 𝑑𝜏
𝑡

0

= 1 + 𝑡 +
𝑡2

2
 

𝜑2 = 𝑥0 +  𝑓[𝜏, 𝜑1 𝜏 

=1+𝜏+
𝜏2

2

]𝑑𝜏
𝑡

0

= 1 +   1 + 2𝜏 +
𝜏2

2
 𝑑𝜏

𝑡

0

= 1 + 𝑡 + 𝑡2 +
𝑡3

6
 

𝜑3 = 𝑥0 +  𝑓[𝜏, 𝜑2 𝜏 

=1+𝜏+𝜏2+
𝜏3

6

]𝑑𝜏
𝑡

0

= 1 +   1 + 2𝜏 + 𝜏2 +
𝜏3

6
 𝑑𝜏

𝑡

0

= 1 + 𝑡 + 𝑡2 +
𝑡3

3
+

𝑡4

24
 

𝜑4 = 𝑥0 +  𝑓[𝜏, 𝜑3 𝜏 
=1+𝜏+⋯

]𝑑𝜏 
𝑡

0

= 1 +   1 + 2𝜏 + 𝜏2 +
𝜏3

3
+

𝜏4

24
 𝑑𝜏

𝑡

0

= 1 + 𝑡 + 𝑡2 +
𝑡3

3
+

𝑡4

12
+

𝑡5

120
 

𝜑5 = 1 +   1 + 2𝜏 + 𝜏2 +
𝜏3

3
+

𝜏4

12
+

𝜏5

120
 𝑑𝜏

𝑡

0

= 1 + 𝑡 + 𝑡2 +
𝑡3

3
+

𝑡4

12
+

𝑡5

60
+

𝑡6

720
 

⇒ 𝜑 𝑡 = 2 + 2𝑡 + 2 ∙
𝑡2

2
+ 2 +

𝑡3

6
+ 2 ∙

𝑡4

24
+ 2 ∙

𝑡5

120
+ ⋯− 𝑡 − 1 = 2  

𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

− 𝑡 − 1 = 2𝑒𝑡 − 𝑡 − 1 

𝑡ל מוגדר לכל "הפתרון הנ ∈ ℝ. 

 

Bessel :𝑥2𝑦משוואת  (9) ′′ + 𝑥𝑦 ′ +  𝑥2 − 𝑝2 𝑦 = 𝑝כאשר , 0 =
1

2
 :בתרגול ראינו. 

𝐽𝑝 𝑥 = 𝑥𝑝  
 −1 𝑘

 2𝑘 ‼  2𝑝 + 2 …  2𝑝 + 2𝑘 
𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

   ⇒ 

𝐽1
2
 𝑥 =  𝑥 

 −1 𝑘

 2𝑘 ‼  1 + 2  1 + 4 … (1 + 2𝑘)
𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

=  𝑥 
 −1 𝑘

 2𝑘 ‼  2𝑘 + 1 ‼
𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

=
1

 𝑥
 

 −1 𝑘

 2𝑘 + 1 !
𝑥2𝑘+1

∞

𝑘=0

=
1

 𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝐽
−

1
2
 𝑥 = 𝑥−

1
2  

 −1 𝑘

 2𝑘 ‼  2 − 1  4 − 1 … (2𝑘 − 1)
𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

=
1

 𝑥
 

 −1 𝑘

 2𝑘 ‼  2𝑘 − 1 ‼
𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

=
1

 𝑥
 

 −1 𝑘

 2𝑘 !
𝑥2𝑘

∞

𝑘=0

=
1

 𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑥 


