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 5#תרגיל בית / ח "למדמלוגיקה 

 אריאל סטולרמן

 

(1) 

𝛤כלומר קיימת , 𝑁𝐷𝐶𝜑├-כלשהי ש 𝜑ל נדרש להוכיח עבור "בכל הסעיפים הנ ⊆ 𝑁𝐷𝐶𝛤├-כך ש ∅ ⇒ 𝜑 .היא ה ∅-כיוון ש-𝛤 אז , היחידה המתאימה

𝑁𝐷𝐶├מספיק להוכיח  ⇒ 𝜑 ,כלומר ש-𝜑  היא משפט שלNDC. 

𝑁𝐷𝐶├. א  ¬𝐴 ¬𝐵 → ¬(𝐴⋀𝐵): 

1. ¬𝐴 ¬𝐵 ⇒ ¬𝐴 ¬𝐵 ,אקסיומה. 

2. 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐴⋀𝐵 ,אקסיומה. 

3. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ (¬𝐴 ¬𝐵)⋀(𝐴⋀𝐵) , ו( 2), (1)לפי-(⋀𝐼). 

4. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐴⋀𝐵 ,אקסיומה. 

5. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐴 , ו( 4)לפי-(⋀𝐸). 

6. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐵 , ו( 4)לפי-(⋀𝐸). 

7. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ ¬𝐴 ¬𝐵 ,אקסיומה. 

8. ¬𝐴 ¬𝐵 ⇒ ¬𝐴 ¬𝐵 ,אקסיומה. 

9. ¬𝐴 ⇒ ¬𝐴 ,אקסיומה. 

01. 𝐵 ⇒ 𝐵 ,אקסיומה. 

11. ¬𝐵 ⇒ ¬𝐵 ,אקסיומה. 

21. 𝐵, ¬𝐵 ⇒ ¬𝐴 , ו( 11), (10)לפי-(¬𝐼). 

31. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐵 ⇒ ¬𝐴 , ו( 12), (9), (8)לפי-( 𝐸). 

41. ¬𝐴 ¬𝐵 ⇒ 𝐵 → ¬𝐴 , ו( 13)לפי-(→ 𝐼). 

51. ⇒ (¬𝐴 ¬𝐵) → (𝐵 → ¬𝐴) , ו( 14)לפי-(→ 𝐼). 

61. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐵 → ¬𝐴 , ו( 15), (7)לפי-(→ 𝐸). 

71. ¬𝐴 ¬𝐵 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ ¬𝐴 , ו( 16), (6)לפי-(→ 𝐸). 

81. ¬𝐴 ¬𝐵 ⇒ 𝐴⋀𝐵 , ו( 17), (5)לפי-(¬𝐼). 

91. ⇒  ¬𝐴 ¬𝐵 → (𝐴⋀𝐵) , ו( 18)לפי-(→ 𝐼). 

𝑁𝐷𝐶├: ומכאן  ¬𝐴 ¬𝐵 → (𝐴⋀𝐵). 

𝑁𝐷𝐶𝐴├. ב → (𝐵 → 𝐴): 

1.  𝐴 ⋃𝛤 ⇒ 𝐴 ,בפרט עבור . אקסיומה𝛤 = {𝐵} מתקיים :𝐴, 𝐵 ⇒ 𝐴. 

2. 𝐴 ⇒ 𝐵 → 𝐴 , ו( 1)לפי-(→ 𝐼). 

3. ⇒ 𝐴 → (𝐵 → 𝐴) , ו( 2)לפי-(→ 𝐼). 

𝑁𝐷𝐶𝐴├: ומכאן → (𝐵 → 𝐴). 

𝑁𝐷𝐶𝐴├. ג → (𝐴 𝐵): 

1. 𝐴 ⇒ 𝐴 ,אקסיומה. 

2. 𝐴 ⇒ 𝐴 𝐵 , ו( 1)לפי-( 𝐼). 

3. ⇒ 𝐴 → 𝐴 𝐵 , ו( 2)לפי-(→ 𝐼). 

𝑁𝐷𝐶𝐴├: ומכאן → 𝐴 𝐵. 

𝑁𝐷𝐶├. ד   𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷  → ( 𝐴 𝐶 →  𝐵 𝐷 ): 

1.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 ⇒  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷  ,אקסיומה. 

2.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 ⇒ (𝐴 → 𝐵) , ו( 1)לפי-(⋀𝐸). 

3. 𝐴 ⇒ 𝐴 ,אקסיומה. 

4.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 , 𝐴 ⇒ 𝐵 , ו( 3), (2)לפי-(→ 𝐸). 
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5.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 , 𝐴 ⇒ 𝐵 𝐷 , ו (4)לפי-( 𝐼). 

6.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 ⇒ (𝐶 → 𝐷) , ו( 1)לפי-(⋀𝐸). 

7. 𝐶 ⇒ 𝐶 ,אקסיומה. 

8.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 , 𝐶 ⇒ 𝐷 , ו( 7), (6)לפי-(→ 𝐸). 

9.  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 , 𝐶 ⇒ 𝐵 𝐷 , ו( 8)לפי-( 𝐼). 

01. 𝐴 𝐶 ⇒ 𝐴 𝐶 ,אקסיומה. 

11. 𝐴 𝐶,  𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷 ⇒ 𝐵 𝐷 , ו( 10), (9), (5)לפי-( 𝐸). 

21.   𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷  ⇒  𝐴 𝐶 → (𝐵 𝐷) , ו( 11)לפי-(→ 𝐼). 

31. ⇒   𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷  → ( 𝐴 𝐶 →  𝐵 𝐷 ) , ו( 12)לפי-(→ 𝐼). 

𝑁𝐷𝐶├: ומכאן   𝐴 → 𝐵 ⋀ 𝐶 → 𝐷  → ( 𝐴 𝐶 →  𝐵 𝐷 ). 

𝑁𝐷𝐶├ .ה   𝐴⋀𝐵 → 𝐶 →  𝐴 → 𝐶  (𝐵 → 𝐶) :לא נפתר. 

𝑁𝐷𝐶├. ו   𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶  → ( 𝐴⋀𝐵 → 𝐶): 

1.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 ⇒ (𝐴 → 𝐶) (𝐵 → 𝐶) ,אקסיומה. 

2. 𝐴 ⇒ 𝐴 ,אקסיומה. 

3. 𝐴 → 𝐶 ⇒ 𝐴 → 𝐶 ,אקסיומה. 

4.  𝐴 → 𝐶 , 𝐴 ⇒ 𝐶 , ו( 3), (2)לפי-(→ 𝐸). 

5. 𝐵 ⇒ 𝐵 ,אקסיומה. 

6. 𝐵 → 𝐶 ⇒ 𝐵 → 𝐶 ,אקסיומה. 

7.  𝐵 → 𝐶 , 𝐵 ⇒ 𝐶 , ו( 6), (5)לפי-(→ 𝐸). 

8.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴, 𝐵 ⇒ 𝐶 , ו( 7), (4), (1)לפי-( 𝐸). 

9.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴 ⇒ 𝐵 → 𝐶 , ו( 8)לפי-(→ 𝐼). 

01.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 ⇒ 𝐴 → (𝐵 → 𝐶) , ו( 9)לפי-(→ 𝐼). 

11.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐴⋀𝐵 ,אקסיומה. 

21.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐴 , ו( 11)לפי-(⋀𝐸). 

31.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐵 , ו( 11)לפי-(⋀𝐸). 

41.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐵 → 𝐶 , ו( 12), (10)לפי-(→ 𝐸). 

51.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 , 𝐴⋀𝐵 ⇒ 𝐶 , ו( 14), (13)לפי-(→ 𝐸). 

61.  𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶 ⇒  𝐴⋀𝐵 → 𝐶 , ו( 15)לפי-(→ 𝐼). 

71. ⇒   𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶  → ( 𝐴⋀𝐵 → 𝐶) , ו( 16)לפי-(→ 𝐼). 

𝑁𝐷𝐶├: ומכאן   𝐴 → 𝐶   𝐵 → 𝐶  → ( 𝐴⋀𝐵 → 𝐶). 

 

 .לא נפתר (2)

 

(3) 

 :להלן הוכחה לשאר, (𝐸 )בכיתה ראינו את ההוכחה עבור כלל ההיסק . NDCשל מערכת  תקפותלהלן המשך ההוכחה של משפט ה

  𝐼 1:  נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤 ⇒ 𝐴 .לפי הנחת האינדוקציה ,𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 . נראה כי𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 𝐵 : יהיv  מודל של𝛤 .כיוון ש-𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 , אז𝑣 ⊨ 𝐴 . ברור כי

𝐴├𝐶𝑃𝐿𝐴 𝐵 , כי כל מודל שלA  מודל של בפרט או הואA  או מודל שלB . לפיכך𝑣 ⊨ 𝐴 𝐵 , ולכן𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 𝐵. 

  𝐼 2 : נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤 ⇒ 𝐵 .לפי הנחת האינדוקציה ,𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐵 . נראה כי𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 𝐵 : יהיv  מודל של𝛤 .כיוון ש-𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐵 , אז𝑣 ⊨ 𝐵 . ברור כי

𝐵├𝐶𝑃𝐿𝐴 𝐵 , כי כל מודל שלB ל של הוא בפרט או מודA  או מודל שלB . לפיכך𝑣 ⊨ 𝐴 𝐵 , ולכן𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 𝐵. 

(⋀𝐼) : נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤1 ⇒ 𝐴, ├𝑁𝐷𝐶𝛤2 ⇒ 𝐵 . נראה כי𝛤1⋃𝛤2├𝐶𝑃𝐿𝐴⋀𝐵 .א "לה𝛤1├𝐶𝑃𝐿𝐴 ו-𝛤2├𝐶𝑃𝐿𝐵. כל מודל של , לכן𝛤1  הוא מודל שלA , וכל מודל

𝑣נקבל כי  CPLממונוטוניות . 𝛤1⋃𝛤2מודל של  vיהי . Bהוא מודל של  𝛤2של  ⊨ 𝛤1  וגם𝑣 ⊨ 𝛤2.  לפיכךv  מודל שלA  וגם מודל שלB , ולכןv  מודל של

𝐴⋀𝐵 .מכאן :𝛤1⋃𝛤2├𝐶𝑃𝐿𝐴⋀𝐵. 
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 ⋀𝐸 1,2 : נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤 ⇒ 𝐴⋀𝐵 . נראה כי𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴, 𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐵 :א"לה ,𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴⋀𝐵  ולכן כל מודל של𝛤  הוא מודל של𝐴⋀𝐵 . יהיv  מודל של𝛤 , אז

𝑣 ⊨ 𝐴⋀𝐵 .כיוון ש-v  מודל של𝐴⋀𝐵 , אזv  גם מודל שלA  וגם מודל שלB . לפיכך כל מודל של𝛤  הוא מודל שלA  וגם מודל שלB , ולכן𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 ,

𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐵. 

(→ 𝐼) :נניח ├𝑁𝐷𝐶  𝐴 ⋃𝛤 ⇒ 𝐵.  נראה כי𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 → 𝐵 :א"לה , 𝐴 ⋃𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐵 . לפי משפט הדדוקציה שלCPL  מתקיים𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 → 𝐵. 

(→ 𝐸) : נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤1 ⇒ 𝐴, ├𝑁𝐷𝐶𝛤2 ⇒ 𝐴 → 𝐵 . נראה כי𝛤1⋃𝛤2├𝐶𝑃𝐿𝐵 :א "לה𝛤1├𝐶𝑃𝐿𝐴, 𝛤2├𝐶𝑃𝐿𝐴 → 𝐵 . לפי משפט הדדוקציה

𝛤2⋃ 𝐴 ├𝐶𝑃𝐿𝐵 . יהיv  מודל של𝛤1⋃𝛤2 .מונוטוניות מCPL  נקבל כי𝑣 ⊨ 𝛤1 , 𝑣 ⊨ 𝛤2 .כיוון ש-𝛤1├𝐶𝑃𝐿𝐴  אז𝑣 ⊨ 𝐴 . כיוון שגם𝑣 ⊨ 𝛤2 אז מתקיים 

𝑣 ⊨ 𝛤2⋃{𝐴} ,וכיוון ש-𝛤2⋃ 𝐴 ├𝐶𝑃𝐿𝐵  אז𝑣 ⊨ 𝐵 .מכאן :𝛤1⋃𝛤2├𝐶𝑃𝐿𝐵. 

(¬𝐼) : נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤1⋃ 𝐴 ⇒ 𝐵, ├𝑁𝐷𝐶𝛤2⋃ 𝐴 ⇒ ¬𝐵 . נראה כי𝛤1⋃𝛤2├𝐶𝑃𝐿 ¬𝐴 :א "לה𝛤1⋃ 𝐴 ├𝐶𝑃𝐿𝐵, 𝛤2⋃ 𝐴 ├𝐶𝑃𝐿 ¬𝐵 . יהיv  מודל של

𝛤1⋃𝛤2 . בשלילה שנניח כי-v  מודל שלA . ממונוטוניותCPL ,כיוון ש-v  מודל של𝛤1⋃𝛤2  אזv  מודל של𝛤1  וגם של𝛤2 . לפי הנחה נובע כיv  מודל שלB ,

= 𝑣 𝐵לפיכך  𝑡 . כמו כן נובע כיv  מודל של¬𝐵  ולכן𝑣 ¬𝐵 = ¬∗𝑣 𝐵 = 𝑡 , ולכן𝑣 𝐵 = 𝑓 ,לפיכך . בסתירהv  של אינו מודלA , כלומר

𝑣 𝐴 = 𝑓 .מכאן ש-¬∗𝑣 𝐴 = 𝑡  ולכן𝑣 ¬𝐴 = 𝑡 . לפיכךv  מודל של¬𝐴 .מכאן :𝛤1⋃𝛤2├𝐶𝑃𝐿 ¬𝐴. 

 (¬𝐸) : נניח├𝑁𝐷𝐶𝛤 ⇒ ¬¬𝐴 . נראה כי𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 :א "לה𝛤├𝐶𝑃𝐿 ¬¬𝐴 . ממשפט השלמות שלHPC  נובע כי𝛤├𝐻𝑃𝐶 ¬¬𝐴 .קיימת ל, לפיכך-¬¬𝐴 

𝜑1שנסמנה  𝛤-מ HPC-סדרת הוכחה ב , … , 𝜑𝑛 = ¬¬𝐴 .הוכחה ש נראה-𝛤├𝐻𝑃𝐶𝐴. נבנה סדרת הוכחה ל-A מ-𝛤 ב-HPC: 

𝜑1 , … , 𝜑𝑛 = ¬¬𝐴, ¬¬𝐴 → 𝐴, 𝐴 , כאשרA מתקבל מ-¬¬𝐴 ,¬¬𝐴 → 𝐴 (𝑁2 )ו-MP . לפיכך𝛤├𝐻𝑃𝐶𝐴 . של ממשפט התקפותHPC  נובע

𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 ,כנדרש. 

 

(4) 

, 𝐼¬ בכיתה ראינו כי  (¬𝐸) ( מסומנים 𝑁1 , (𝑁2) )נגזרים מ-NDC’ . נראה כעת כי 𝑁1′ , (𝑁2′) נגזרים מ-NDC: 

 :(𝑁1′). א

𝛤תחילה נציין כי עבור קבוצת נוסחאות  = {𝛾1 , … , 𝛾𝑛 𝛤: מתקיים { ⇒ 𝐴 ⇔ 𝛾1 ⋀…⋀𝛾𝑛 ⇒ 𝐴. 

𝛾1אם  ⋀…⋀𝛾𝑛 ⇒ 𝐴:  לפי(→ 𝐼)  (1)מתקיים ⇒  𝛾1 ⋀…⋀𝛾𝑛  → 𝐴 .כמו כן, ∀𝑖 ∈  1, … , 𝑛 . 𝛤 ⇒ 𝛾𝑖 ,לפי החלת כלל . כיוון שזו אקסיומה

(⋀𝐼) כ-𝑛 − 𝛤(2): קבלנ, פעמים 1 ⇒ 𝛾1 ⋀…⋀𝛾𝑛 .כלל  לפי(→ 𝐸)  1 על , 𝛤כי נקבל  (2) ⇒ 𝐴. 

𝛤אם  ⇒ 𝐴 : לפי החלת(→ 𝐼) כ-n  1 פעמים נקבל ⇒ 𝛾1 → (𝛾2 →  … 𝛾𝑛 → 𝐴 … 𝑖∀: (𝐸⋀)לפי . (  ∈  1, … , 𝑛 . (2𝑖)𝛾1 ⋀…⋀𝛾𝑛 ⇒ 𝛾𝑖 .

→)לפי החלת כלל  𝐸) כ-n  1 פעמים על , (2𝑖) (i עד  1-רץ מn ) נקבל כי𝛾1 ⋀…⋀𝛾𝑛 ⇒ 𝐴. 

𝛤1-למספיק להוכיח , לפיכך =  𝛾1 , … , 𝛾𝑛  , 𝛤2 = {𝛿1 , … , 𝛿𝑚 𝛾שאם  { ≔ 𝛾1 ⋀…⋀𝛾𝑛 ⇒ 𝐴 ו-𝛿 ≔  𝛿1 ⋀…⋀𝛿𝑚 ⇒ ¬𝐴  אז 𝛾, 𝛿 ⇒ 𝐵. 

1. {𝛾} ⇒ 𝐴 ,הנחה. 

2. ⇒ 𝛾 → 𝐴 , ו( 1)לפי-(→ 𝐼). 

3.  ¬𝐵, 𝛾 ⇒ 𝛾 ,אקסיומה. 

4. {¬𝐵, 𝛾} ⇒ 𝐴 , ו( 3), (2)לפי-(→ 𝐸). 

5. 𝛿 ⇒ ¬𝐴 ,הנחה. 

6. ⇒ 𝛿 → ¬𝐴 , ו( 5)לפי-(→ 𝐼). 

7.  ¬𝐵, 𝛿 ⇒ 𝛿 ,אקסיומה. 

8.  ¬𝐵, 𝛿 ⇒ ¬𝐴 , ו( 7), (6)לפי-(→ 𝐸). 

9. {𝛾, 𝛿} ⇒ ¬¬𝐵 , ו( 8), (4)לפי-(¬𝐼). 

01. {𝛾, 𝛿} ⇒ 𝐵 , ו( 9)לפי-(¬𝐸). 

𝛤1אם ומכאן ש ⇒ 𝐴, 𝛤2 ⇒ ¬𝐴  אז𝛤1⋃𝛤2 ⇒ 𝐵. 

 :(𝑁2′). ב

𝑁𝐷𝐶𝛤├-צריך להראות ש ⇒ 𝐴 ¬𝐴 . של  השלמותלפי משפטNDC (כפי שנראה בהרצאה) , להוכיח כי מספיק𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 ¬𝐴 . יהיv  מודל של𝛤 ,

= 𝑣 𝐴-האפשרות הראשונה היא ש. 𝐴 ¬𝐴מודל של  vנראה כי  𝑡 , אזv  מודל שלA . בפרטv  של או מודלA  או של¬𝐴 , כלומר𝑣 ⊨ 𝐴 ¬𝐴 .

= 𝑣 𝐴-שהאפשרות השניה היא  𝑓 ,לכןו 𝑣 ¬𝐴 = ¬∗𝑣 𝐴 = 𝑡 , כלומרv  מודל של¬𝐴 . בפרטv  מודל שלA  או של¬𝐴 ,כלומר 𝑣 ⊨ 𝐴 ¬𝐴 .

𝑁𝐷𝐶𝛤├נובע כי  NDCלפי משפט השלמות של . 𝛤├𝐶𝑃𝐿𝐴 ¬𝐴ולכן , 𝐴 ¬𝐴מודל של  vבכל מקרה קיבלנו כי  ⇒ 𝐴 ¬𝐴. 


