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  3#תרגיל בית / סיבוכיות 

  אריאל סטולרמן

  

)1(  

)a(  

൏להלן אלגוריתם המקבל כקלט את הזוג  ,ܩ ݇ ൐ )ܩ ൌ ሺܸ, ܥומחזיר את תת הקבוצה ) גרף לא מכוון ሻܧ ك או , Gבגרף  kהמהווה קליק בגודל  ܸ

ሻܩሺܸנסמן . Aשנסמנו  Cliqueהמשתמש באלגוריתם הכרעת השפה , דוחה אם לא קיים כזה ൌ ሼݒଵ, … ,  .௡ሽݒ

ሺ൏ܣתחילה בדוק האם  .1 ,ܩ ݇ ൐ሻ ൌ  .מיד דחה, אם לא. ܶ

1לכל  .2 ൑ ݅ ൑  :בצע ݊

௜ܩהגדר  • ൌ ሺܸ\ሼݒ௜ሽ, ,௜ݒሼ൛\ܧ ,௜ݒ௝ൟ|൛ݒ ௝ൟݒ א ሺ൏ܣובדוק האם , ሽሻܧ ,௜ܩ ݇ ൐ሻ ൌ ܶ. 

 .௜ݒזרוק את , אם כן •

 .והמשך לאיטרציה הבאה V-ל ௜ݒאחרת החזר את  •

ܥהחזר את , מהאיטרציה האחרונה ௡ܩעבור  .3 ൌ ܸሺܩ௡ሻ. 

  :נכונות

האם , כלומר. אנו בודקים לכל קודקוד האם ניתן להסתדר בלעדיו, קיים קליק אם כן. עלינו לדחות מיד, kקליק בגודל  G-ברור כי אם אין ב, תחילה

' האלג, אך כל הקודקודים בהם נתקל לראשונה השייכים לקליקים, יתכנו מספר קליקים בגרף. בגרף kללא קודקוד זה עדיין יש לנו קליק בגודל 

ברור שהוצאת כל קודקוד מקליק זה תביא , מנקודה זו ואילך. כלשהו iעבור  ௜ܩבגרף   kעד שיהיה מצב בו נותר קליק אחד בגודל , יעיף אותם

ሺ൏ܣ-מ Fלתשובה  ,௝ܩ ݇ ൐ሻ – וכל קודקוד שאינו בקליק יביא לתשובה , וקודקוד זה ישאר לאיטרציה הבאהT - ܩנותר לבסוף . ויועף௡ , לאחר

  .שהיא קליק כנדרש בדיוק kבעל קבוצת קודקודים בגודל והוא , מעבר על כל הקודקודים

  .G-הוא גם קליק ב ௡ܩ-ר שהקליק באז ברו, ולא מוסיפים לו קשתות או קודקודים חדשים Gכיוון שלאורך הלולאה מצמצמים את 

  :זמן ריצה

הקודקודים ולכל אחד  n-השלב השני רץ על כל אחד מ; ሺ1ሻܱהשלב הראשון לוקח : ההכרעה הוא יחידת זמן אחת' תחת הנחה שזמן ביצוע אלג

|ܸ|ሺܱהאיטרציות הוא  nכ ההסרות בכל "מבצע מספר הסרה כך שסה ൅ באורך ' פולי - ሺ݊ሻܱזמן הריצה לפיכך. ሺ1ሻܱהשלב השלישי גם כן ; ሻ|ܧ|

  .הקלט כנדרש

  

)b(  

൏להלן אלגוריתם המקבל כקלט את זוג הגרפים  ,ଵܩ ଶܩ ൐  ݂האיזומורפיזם ומחזיר את: ܸሺܩଵሻ ՜ ܸሺܩଶሻ המשתמש , או דוחה אם לא קיים כזה

  :Aשנסמנו  GraphIsomorphismבאלגוריתם הכרעת השפה 

ሺ൏ܣתחילה בדוק האם  .1 ,ଵܩ ଶܩ ൐ሻ ൌ  .דחה מיד, אם לא. ܶ

ଵሻܩሺܸיהיו , אם כן .2 ൌ ሼݒଵ,… , ଶሻܩሺܸ- ו ௡ሽݒ ൌ ሼݑଵ,… , 1לכל  .௡ሽݑ ൑ ݅ ൑ ݊: 

 .௜ݒכל הקשתות בהם משתתף את  ଵሻܩሺܧ- ומ ௜ݒאת  ଵሻܩሺܸ-הסר מ •

݆לכל  • א  :בדוק ݀݁݌݌ܽ݉݊ݑ

 .௝ݑאת כל הקשתות בהם משתתף  ଶሻܩሺܧ- ומ ௝ݑאת  ଶሻܩሺܸ-הסר מ •

ሺ൏ܣבדוק האם  • ,ଵܩ ଶܩ ൐ሻ ൌ ܶ. 

௜ሻݒሺ݂: אם כן • ՚ ሺ݆ሻ݀݁݌݌ܽ݉݊ݑ, ௝ݑ ՚  .iועבור לאיטרציה הבאה של , ܨ

 .jעבור לאיטרציה הבאה של ולקדמותו  ଶܩהחזר את , אם לא •

 .fהחזר את  .3
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  :נכונות

  .נכוןנטען כי המיפוי המתבצע בכל שלב הוא ', אם קיים איזו. עלינו לדחות מיד, ଶܩ-ל ଵܩבין ' ברור כי אם אין איזו, תחילה

݅עבור  • ൌ ଵሻݒሺ݂אזי קיים מיפוי , כנדרש' ידוע כי קיים איזו: 1 ൌ המתאים  ௝ݑאיזשהו קודקוד  ଵݒהמתאים לקודקוד , כלשהו jעבור  ௝ݑ

ולכן הסרת הקודקודים משני הגרפים והקשתות היוצאות מהן בהתאמה אמורות להשאיר את הגרפים הנותרים , לו איזומורפית

 .איזומורפים אחד לשני

݇ונראה נכונות עד , kניח נכונות עד נ • ൅ ݊ידוע שהגרפים שהתקבלו עד כה המכילים , באופן דומה :1 െ , קודקודים הם איזומורפים ݇

௞ାଵሻݒሺ݂ולכן קיים מיפוי  ൌ ,௞ାଵݒכך שהסרת , כלשהו jעבור  ௝ݑ והקשתות היוצאות מהן משני הגרפים בהתאמה תשאיר את שני  ௝ݑ

כך שלא יתכן מיפוי נוסף אליו באיטרציות , בכל מיפוי מסירים את הקודקוד שמופה ומסמנים אותו, כמו כן .הגרפים איזומורפיים

 .הבאות

  .f' ויתקבל האיזו, התהליך עובר על כל הקודקודים ולכן יגיע לשני הגרפים הריקים

  :זמן ריצה

- כל קודקוד ב) בערך(על  ଵሻܩሺܸ-שכן רץ לכל קודקוד ב ሺ݊ଶሻܱהשלב השני לוקח . ሺ1ሻܱלוקח ' של בדיקת קיום איזולפי הנחה השלב הראשון 

ܸሺܩଶሻ ,ܱהוא ' לפיכך זמן הריצה של האלג. השלב השלישי מיידי. והפעולות שמבצע בכל איטרציה מהירותሺ݊ଶሻ כנדרש' ולכן פולי.  

  

)2(  

ܮתהי  ك ሼ1ሽܾ݊݅ותהי , כሺܮሻ ൌ ሼܾ݅݊ሺ݊ሻ|1௡ א ܮ-להלן הוכחה ש. ሽܮ א ܲ ֞ ܾ݅݊ሺܮሻ א ܧ ൌ ڂ   :ሺ2௖௡ሻ௖ஹଵܧܯܫܶܦ

ܮתחילה נניח כי  א |ݔ|( ݔהמכריע לכל  ሺ݊ሻ݌הרץ בזמן  A' ואלג pכלשהו אזי קיים פולינום , ܲ ൌ ݔהאם ) ݊ א המכריע את  B' נבנה אלג. או לא ܮ

2௞י חישוב הייצוג העשרוני שהוא לכל היותר "נבנה ממנו את ייצוגו האונרי ע, kבהינתן מספר בינארי כלשהו באורך : ሻܮሺܾ݊݅השפה  െ ויצירת , 1

  .Aעל המספר האונרי שחישבנו ונחזיר את התשובה של  A' נפעיל את אלג). 1ଶೖିଵלכל היותר ( כמספר שקיבלנו ים'1י שרשור "המספר האונרי ע

לכל קלט בינארי : זמן הריצה. L-חזר מתוך מספר בינארי את ייצוגו האונרי ובודק שייכות למש –פועל לפי הגדרת השפה שכן , ברורה' נכונות האלג

2௞ייקח לכל היותר ייצור ייצוגו האונרי , kבאורך  െ ሺ2௞݌על מספר זה תקח  A' הפעלת אלג. צעדים 1 െ 1ሻ וכיוון ש ,זמן לכל היותר-p  הוא

ܿהוא פולינום מסדר  pאם (צעדים בזמן הריצה  2௖௞יתקבל סדר גודל של , פולינום ൒ ௖|ଶೖݔאז , כלשהו 1 ൌ ሺ2௞ሻ௖ ൌ 2௖௞ .(לפיכך B  רץ בזמן

ܱ൫2௞ · ሻܮሺܾ݊݅- כך ש cולכן קיים  ሺ2௞ሻ൯݌ א ሺ2௖௡ሻܧܯܫܶܦ ك   .כנדרש, ܧ

ሻܮሺܾ݊݅כעת נניח כי  א ڂ |ݔ|-מספר בינארי כך ש( ݔלכל  ሺ2௖௡ሻܱבזמן  ሻܮሺܾ݊݅המכריע את  B' אזי קיים אלג, ሺ2௖௡ሻ௖ஹଵܧܯܫܶܦ ൌ ' נבנה אלג). ݊

A  המכריע אתL ݔאונרי בהינתן קלט : בזמן פולינומיאלי ൌ 1௞ ,ܱונקבל מספר בינארי באורך  נעביר אותו לייצוג בינאריሺlog ݇ሻ . נבדוק באמצעות

B האם מספר זה שייך ל-ܾ݅݊ሺܮሻ , ונחזיר את תוצאתB.  

לכל קלט אונרי : זמן הריצה. ሻܮሺܾ݊݅-מעביר מספר אונרי לייצוגו הבינארי ובודק שייכות ל –שכן פועל לפי הגדרת השפה , ברורה' נכונות האלג

ሺlogܱויתקבל מספר בינארי באורך , צעדים ሺ݇ሻܱייצור הייצוג הבינארי ייקח , kבאורך  ݇ሻ .הפעלת אלג 'B  ܱעל מספר זה תקחሺ2௖·୪୭୥௞ሻ  וזה

ሺ2௖ܱ-כמובן שווה ל · ݇ሻ  2כאשר௖ ܱכ קיבלנו כי זמן הריצה הוא "סה. הוא קבוע כלשהוሺ2௖ · ݇ ൅ ݇ሻ ൌ ܱሺ݇ሻ  ܮולכן א   .כנדרש, ܲ

  

)3(  

ݐܱܽܵ݁݊݋ܶ݌ܷ ൌ ܷܱܶܵ ൌ ሼ߮ א ߮ לכל היותר השמה אחת מספקת |ܨܰܥ െ ݐܱܽܵ݁݊݋ܶ݌ܷ-שלהלן הוכחה . ሽל א ܰܲ ֞ ܰܲ ൌ   :ܲܰ݋ܿ

ܲܰתחילה נניח כי  ൌ ܱܷܵܶמתקיים כי . ܲܰ݋ܿ א ܰܲ ֞ ܷܱܶܵതതതതതതതത א തതതതതതതതܱܷܵܶ-ו, ܲܰ݋ܿ ൌ ሼ߮ א ߮ לפחות שתי השמות מספקות |ܨܰܥ െ . ሽל

ܲܰ-כיוון ש ൌ തതതതതതതതܱܷܵܶ-אז מספיק להוכיח ש, ܲܰ݋ܿ א ' והאלג, ߮- ניקח כעד שתי השמות מספקות ל ߮עבור קלט : SAT ובעיה זו דומה לבעיה, ܲܰ

തതതതതതതതܱܷܵܶולכן , גם כן' רץ בזמן פולי' וכי האלג, לגודל הקלט' ברור כי העד בגודל פולי. ߮המוודא יבדוק שאכן שתי השמות אלה מספקות את  א ܰܲ .

ܱܷܵܶלפיכך מתקיים כי  א   .כנדרש, ܲܰ

ܱܷܵܶכעת נניח כי  א തതതതതܶܣܵנראה רדוקציה . ܲܰ ൑௣ ߮בהינתן : ܱܷܵܶ א ߰נחזיר את הנוסחה  ,ܨܰܥ ൌ ݕሺٿ߮ הוא משתנה  yכאשר , ሻݕ൓ڀ

,ଵݔሺכיוון שלכל השמה מספקת  ߮כפול מאלו המספקות את  ߰ברור כי מספר ההשמות המספקות את . ߮-חדש שלא מופיע ב … , ניתן  ߮של  ௡ሻݔ

ݕאת אותה השמה פעם אחת עם  ߰-להציב ב ൌ ݕופעם שניה עם  ݐ ൌ ߮נניח כי  .'הרדוקציה פוליכמו כן ברור כי בנית . ݂ א אין  ߮- אזי ל, തതതതതܶܣܵ

߰ולפיכך , ߰-ולכן גם ל, הצבות מספקות א ߮נניח כי . ܱܷܵܶ ב הצבות מספקות  2לפחות  ߰- ולכן ל, לפחות הצבה מספקת אחת ߮- אזי ל, തതതതതܶܣܵ

߰ולכן  ב ߮לפיכך . ܱܷܵܶ א തതതതതܶܣܵ ֞ ߰ א തതതതതܶܣܵולכן , ܱܷܵܶ ൑௣ אז יש רדוקציה , NP-לשפה ב coNPC-צאנו רדוקציה משפה בכיוון שמ. ܱܷܵܶ

ܲܰ݋ܿולכן , NP-לשפה ב coNP-מכל שפה ב ك ሻܲܰ݋ሺܿ݋ܿמכאן מתקיים גם . ܲܰ ൌ ܰܲ ك ܲܰ݋ܿולכן  ሺܰܲሻ݋ܿ ൌ   .כנדרש, ܲܰ
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)4(  

ܧܥܫܰ- להלן הוכחה לכל ש ൌ   :ܲܰ݋ܿځܲܰ

ܮתהי  א ݔלכל . Lהמקבלת את  Aשנסמנה ' לא דטרמיניסטית הרצה בזמן פולי niceאזי קיימת מכונת , ܧܥܫܰ א קיים לפחות מסלול : מתקיים ܮ

- ו Aאחרת ישנה סתירה בפלט של , acceptבהכרח יחזיר  quitכל מסלול שאינו מחזיר , כמו כן. ݔבריצה על  acceptהמחזיר  Aאחד במכונה חישוב 

A  לא מקבלת אתL ݔלכל . בסתירה להנחה ב וכל מסלול , rejectהמחזיר  Aמסלול חישוב אחד במכונה מתקיים באופן דומה שקיים לפחות  ܮ

|ݔ|- כך ש ݔאז לכל קלט ', פולי A-כיוון ש. מאותם שיקולים rejectבהכרח יחזיר  quitשאינו מחזיר  ൌ ݊ ,A  ݌רצה בזמןሺ݊ሻ  עבורp  פולינום

ݔלכל (מהחלק הראשון . כלשהו א ܮ- שנובע ) ܮ א ሺ݊ሻ൯݌൫ܧܯܫܶܰ ك ݔלכל (ומהחלק השני , ܲܰ ב തܮ- נובע ש) ܮ א ሺ݊ሻ൯݌൫ܧܯܫܶܰ ك ܰܲ .

ܮ- שלפיכך מתקיים  א   .כנדרש, ܲܰ݋ܿځܲܰ

ܮתהי  א ܮ-כיוון ש. ܲܰ݋ܿځܲܰ א ݔלכל : המקיימת' הרצה בזמן פולי' לא דטר A אז קיימת מכונה ܲܰ א ሼ0,1ሽהגורמת ' דטר-קיימת בחירה אי כ

ݔלקבל  A-ל א ܮ ܮ-כיוון ש. ֞ א തܮאז  ܲܰ݋ܿ א ݔלכל : המקיימת' ופולי' לא דטר Bולכן קיימת מכונה  ܲܰ א ሼ0,1ሽקיימת בחירה אי דטר כ '

ݔלקבל  B-הגורמת ל ב ܮ ֞ ݔ א തܮ וכי אם המכונה לא אמורה , ݔעבור קלט מספר מסלולים מקבלים בכל אחת מהמכונות יתכנו נשים לב כי . ֞

  .ידחהכל מסלול בה , לקבל את הקלט

ݔהפועלת באופן הבא על קלט ) 'לא דטר( Cנבנה את המכונה  א ሼ0,1ሽמריצה עליו את : כA ו-B  כאשר , )'באופן לא דטר(במקבילA  מוגדרת להחזיר

accept אם מקבל ו-quit ו, אחרת-B  מוגדרת להחזירreject אם מקבלת ו-quit לקלט בגודל של כל מסלול חישוב (נסמן את זמני הריצה  .אחרתn( 

ݔאם : מתקיים. פולינומים כלשהם p,qכאשר , ሺ݊ሻݍ- ב Bושל  ሺ݊ሻ݌-ב Aשל  א ויהיה לפחות מסלול , quitיוציאו  Bכל מסלולי החישוב של , ܮ

ݔאם באופן דומה ). אם לא quitאם מקבלים או  acceptשאר המסלולים יוציאו ( acceptשיוציא  Aחישוב אחד של  ב  Aכל מסלולי החישוב של , ܮ

,ሺ݊ሻ݌ሺmaxሼܱהוא  C-זמן הריצה של כל מסלול חישוב ב. rejectשיוציא  Bויהיה לפחות מסלול חישוב אחד של , quitיוציאו  וזה הרי , ሺ݊ሻሽሻݍ

ܮולכן  Lהמקבלת את  niceהיא מכונה מסוג  Cלפיכך . 'פולי א   .כנדרש ܧܥܫܰ
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ܶܣܵ- הוכחה לכך שלהלן  െ ܶܣܷܵܰ ൌ ሼ൏ ߮ଵ, ߮ଶ ൐ ଶ߮ לא ספיקה | െ   ):שלמה-DPC )DPהיא  ଵሽ߮ ספיקה ו

ܶܣܵתחילה נוכיח כי  െ ܶܣܷܵܰ א ܶܣܵנגדיר : ܲܦ െ ܨܰܥ ൌ ሼ൏ ߮ଵ, ߮ଶ ൐ |߮ଵ א ,ܶܣܵ ߮ଶ א בהינתן : NPCברור כי שפה זו היא . ሽܨܰܥ

൏ ߮ଵ, ߮ଶ ൐ ניקח כעד השמה מספקת ל-߮ଵ המוודא יבדוק ש' והאלג-߮ଵ  וש(אכן מסתפקת מהשמה זו-߮ଶ  היא נוסחתCNF( . ברור כי הבדיקה

ܶܣܵכמו כן ישנה רדוקציה מיידית . NP-בולכן השפה  ,'ואורך העד פולי ൑௣ ܶܣܵ െ ൏נחזיר את הקלט  ߮לכל קלט : ܨܰܥ ߮,߮ ൐ -  ברור

߮: שמתקייםו' שרדוקציה זו פולי א ൏מ "אמ CNFהיא נוסחת  ߮- הצבה מספקת ו ߮- מת למ קיי"אמ ܶܣܵ ߮,߮ ൐א ܶܣܵ െ לפיכך הוכחנו . ܨܰܥ

ܶܣܵכי  െ ܨܰܥ א   .ܥܲܰ

ܨܰܥבאופן דומה נגדיר  െ ܶܣܷܵܰ ൌ ሼ൏ ߮ଵ, ߮ଶ ൐ |߮ଵ א ,ܨܰܥ ߮ଶ א ܨܰܥ-ובאופן דומה ניתן להוכיח ש, തതതതതሽܶܣܵ െ ܶܣܷܵܰ א . ܥܲܰ݋ܿ

ܶܣܵברור כי  െ ܶܣܷܵܰ ൌ ܶܣܵ െ ܨܰܥځܨܰܥ െ ܶܣܵולכן , ܶܣܷܵܰ െ ܶܣܷܵܰ א   .ܲܦ

ܮתהי  א ଵܮכלומר קיימות , ܲܦ א ܰܲ, ଶܮ א ܮ-כך ש ܲܰ݋ܿ ൌ ܮקציה ורדשקיימת נראה . ଶܮځଵܮ ൑௣ ܶܣܵ െ ଵܮ- כיוון ש: ܶܣܷܵܰ א אזי  ܲܰ

ଵܮ ൑௣ ܶܣܵ െ ܶܣܵכי , ܨܰܥ െ ܨܰܥ א ଶܮ- כמו כן כיוון ש. כפי שהוכח לעיל ܥܲܰ א ଶܮאזי  ܲܰ݋ܿ ൑௣ ܨܰܥ െ   כי, ܶܣܷܵܰ

ܨܰܥ െ ܶܣܷܵܰ א ,݂יהיו . ܥܲܰ݋ܿ ݔאזי לכל , רדוקציות אלו בהתאמה ݃ א ܮ ൌ ניתן להחזיר את  ଶܮځଵܮ

݄ሺݔሻ ൌ൏ ,ሻ൯ݔଵ൫݂ሺߨ ሻ൯ݔଶ൫݃ሺߨ ൐ , ݔוברור כי א ܮ ֞ ݄ሺݔሻ א ܶܣܵ െ . CNF­UNSATעם  SAT­CNFכחיתוך  SAT­UNSATמהגדרת  ,ܶܣܷܵܰ

ܮלכן לכל . כמוכח לעיל 'שהן פולי g-ו fהוא חיבור זמני הריצה של רדוקציה זמן הריצה של הכמו כן  א , SAT­UNSAT-ל' קיימת רדוקציה פולי ܲܦ

ܶܣܵולכן  െ ܶܣܷܵܰ א   .כנדרש, ܲܦ


