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  סיכומים למבחן בקורס אלגוריתמים

  )מיכה שריר' פרופ( 2008-9' סמסטר א

  :חזרה כללית/ גרפים 

  :מושגים

ܩגרף : גרף • ൌ ሺܸ, ܧ, קבוצת קודקודים ሻ ,Vܧ ؿ ܸ ൈ הקשתות הן : לא מכוון, הקשתות הן זוגות סדורים: מכוון. קבוצת קשתות ܸ

 ).הסדר הפנימי לא חשוב(קבוצה בת שני איברים 

,ሺܽ: לולאה • ܽሻ - קשת מקודקוד לעצמו. 

: קשתות אנטי מקבילות). כיוונים זהים: בגרף מכוון; גרף לא מכוון(קשתות בין אותם שני קודקודים : ואנטי מקבילות קשתות מקבילות •

 .קשתות בין אותם שני קודקודים אך בכיוונים הפוכים, בגרף מכוון בלבד

 .ת ולולאותאנטי מקבילו, גרף ללא קשתות מקבילות: גרף פשוט •

,ሺܽתהי קשת : )צמתים( שכנות • ܾሻ , אזיa,b ו, הן נקודות קצה של הקשת-a ו-b שכנים אחד של השני. 

 .זוג קשתות יקראו סמוכות אם יש להן נקודת קצה משותפת: )קשתות(סמיכות  •

 .הגדרת דרגת יציאה ודרגת כניסה בהתאם. מספר הקשתות היוצאות ממנו והנכנסות אליו: דרגת צומת •

 .בוריקרא , 0ואם רק דרגת היציאה שלו , מקוריקרא , 0אם רק דרגת הכניסה שלו . 0קודקוד שדרגתו : ודקוד מבודדק •

ܩ של: גרף- תת • ൌ ሺܸ, ᇱܩהוא גרף  ሻܧ ൌ ሺܸᇱ, ᇱܸ-כך ש ᇱሻܧ ك ᇱܧ, ܸ ك ᇱܧ-ו ܧ ك ܸᇱ ൈ ܸԢ. 

 .'V-הצמתים ב המחברות את E-הקשתות ב כלגרף הכולל את -תת: גרף מושרה- תת •

,ଵݒסדרת צמתים : מסלול/מסילה • … , 1כך שלכל  ௞ݒ ൑ ݅ ൑ ݇ െ 1 :ሺݒ௜, ௜ାଵሻݒ א  .מספר הקשתות בו= אורך המסלול . ܧ

ଵݒ- מסלול כך ש: מעגל • ൌ  .௞ݒ

 .אין חזרה על צמתים: מעגל פשוט/מסלול •

 .לכל צומת אחר תת קבוצה של צמתים בה כל צומת מחובר: )לא מכוון, Clique(קליק  •

 .כלומר כל צומת בגרף מחובר בקשת לא מכוונת לכל צומת אחר בגרף, מהווה קליק Vגרף בו : גרף שלם •

 .תת קבוצה של צמתים בה אף זוג צמתים אינו מחובר בקשת, ההיפך מקליק: )IS( ת"קבוצה ב •

,ଵܸתתי קבוצות  2הוא איחוד זר של  V: )לא מכוון( צדדי-גרף דו • ଶܸ ܧ- ו ك ଵܸ ൈ ଶܸ .כל קשת מחבר בין צומת ב, כלומר-ଵܸ לצומת ב-ଶܸ. 

 ).כל צומת נגיש מעצמו( u-ל v-אם קיים מסלול מ vיהיה נגיש מצומת  uצומת : נגישות •

 .גרף בו כל צומת נגיש מכל צומת אחר בגרף: )לא מכוון(גרף קשיר  •

קבוצה - קבוצות מקסימליות של צמתים מהגרף כך שהגרף המושרה של כל תת-ירכיבי קשירות הם תת, אם גרף אינו קשיר: רכיב קשירות •

 .בצמתים ובקשתות זריםכל גרף מתפרק לרכיבי קשירות . כזו הוא גרף קשיר

 .מכווןכל צומת נגיש מכל צומת אר בגרף במסלול : גרף קשיר בחוזקה •

קבוצות מקסימליות של -לרכיבי קשירות חזקה שהם תתי ניתן לפרקו, אם גרף מכוון אינו קשיר חזקה: )ח"רק(רכיב קשירות חזקה  •

 .חים"קשתות בין רק יתכנוכאן , בניגוד למקרה הלא מכוון. קבוצה הוא גרף קשיר בחוזקה-צמתים שתת הגרף המושרה של כל תת

• DAG - גרף מכוון חסר מעגלים: גרף אציקלי מכוון. 

  :תכונות עץ ).כל רכיב קשירות שלו הוא עץ( יעריהיה , יםאך כן חסר מעגל, אם אינו קשיר. שהוא גם קשיר DAG: עץ  •

o קשיר. 

o כל שתיים מהתכונות האלה גוררות שזהו עץ        .חסר מעגלים 

o  בעל|ܸ| െ  .בדיוקקשתות  1

o בין כל שני צמתים קיים מסלול אחד ויחיד. 

 .ממנו/ וכל הקשתות מכוונות אליו , עץ בו צומת כלשהו מוגדר כשורש: עץ מכוון •

  :ל גרפיםייצוג ש

|ܸ|ሺܱ, זול בזיכרון: יתרון. לכל צומת יש מצביע לרשימת הצמתים השכנים לו: רשימות שכנות .1 ൅  .יקר להגיע לכל שכן: חסרון; ሻ|ܧ|

|ܸ|מטריצה : מטריצת שכנויות .2 ൈ ௜௝ܣבה  |ܸ| ൌ ൜1,
ሺ݅, ݆ሻ א ܧ

0,  ).י קשתותעבור גרפים מועט(בזבוז מקום : חסרון; גישה מהירה: יתרון. ݓ/݋
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BFS: Breadth First Search :חיפוש לרוחב:  

ܩעבור גרף נתון  ൌ ሺܸ, הבדיקה נעשית . בלבד s-הנגישים מהאלגוריתם מבקר בכל צמתי הגרף , sוצומת התחלה ) נתייחס למכוון, מכוון או לא( ሻܧ

נחשב לכל צמתי הגרף  .כבה לפני מעבר לשכבה הבאהלכל שכבת מרחק תבוצע הבדיקה על כל הצמתים באותה ש: s-על צמתים לפי סדר מרחקם מ

ݑלכל . אליהם s-מ) מסלול קצר ביותר(ב "את המק א   :נחזיק ܸ

• ݀ሾݑሿ :אורך המסלול הקצר ביותר מ-s  אלu שנתגלה עד כה. 

 .ב שנתגלה עד כה"מצביע לצומת הקודם באותו מק: ሿݑሾߨ •

  :אופן פעולת האלגוריתם

ሿݏሾ݀ :עם שדות מאותחלים sמשתמשים בתור המחזיק תחילה את  ൌ 0, ሿݏሾߨ ൌ   :נבצע, s-החל ב, שנוציא מהתור uעבור כל צומת . ݈݈ݑ݊

ሿݒሾ݀: נעדכן את שדותיו u-הנגיש מ vלכל שכן  • ൌ ݀ሾݑሿ ൅ ሿݒሾߨ, 1 ൌ  .ݑ

 .אינדיקציה לכך שעברנו עליו, באפור uלאחר עדכון כל השכנים נצבע את  •

 ).כבר בוצעו עליו הפעולות(נדלג עליו , אם צבעו אפור. ותן פעולות עד סיוםנוציא את הצומת הבא מהתור ונבצע את א •

|ܸ|ሺܱ: סיבוכיות ൅   ).לינארית( ሻ|ܧ|

,ݏሺߜ: ב"סימון למק   .uאל  s-אם לא קיים מסלול מ ∞או , uאל  s-אורך המסלול הקצר ביותר מ=  ሻݑ

  :תכונות וטענות

 .ב"ב הוא מק"כל תת מסלול של מק .1

,ݑሺאם  .2 ሻݒ א ,ݏሺߜי אז ܧ ሻݒ ൑ ,ݏሺߜ ሻݑ ൅ 1. 

,ݑሺאם  .3 ,ݏሺߜאז , uאל  s-ב מ"הקשת האחרונה במק ሻݒ ሻݒ ൌ ,ݏሺߜ ሻݑ ൅ 1. 

 .uאזי האלגוריתם מבקר בצומת , s-נגיש מ uאם  .4

 .עולה dעוקבים בסדר  dערכי  2נמצאים צמתים עם לכל היותר  Qבתור , בכל רגע .5

ሿݑሾ݀:מתקיים uלכל צומת : משפט ൌ ,ݏሺߜ ሿݑu :݀ሾמתקיים לכל ' במהלך ריצת האלג :טענת עזר( ሻݑ ൒ ,ݏሺߜ   ).ሻݑ

  :שימושים

 .s-שאלת הנגישות מ •

 .u-מ ߨ- ב יהיה רשימת הצמתים ההפוכה למצביעי ה"המק. s-בים מכל צומת נגיש מ"מציאת מק •
  :ותהער

 .0יהיה הצומת היחיד בשכבה  sלמשל . שלהן d-בשכבות לפי ערך ה s-מסדר את הצמתים הנגישים מ' האלג •

݆לצמתים בשכבה  jמחברת כל צומת בשכבה  BFS-כל קשת שאינה בשימוש ה: בגרף מכוון • ൅ 1 ൒. כל קשת מחברת : בגרף לא מכוון

 .צמתים באותה שכבה או בשכבות סמוכות

 .בים"זהו עץ המק. sושורשו הוא , מהווים עץ מכוון שקשתותיו מצביעות לכיוון השורש ߨ- מצביעי ה •

  :טענה

  .לא קיים בו מעגל באורך אי זוגי ֞צדדי -דוגרף לא מכוון הוא 

  .ולכן כדי לחזור לאותו צומת צריך מספר זוגי של קשתות במעגל, וחזרה ଶܸאל  ଵܸ-כל צומת מעבירה אותנו מ, צ"אם גרף הוא דו: ֚

יימות קשתות המחברות שני נטען שלא ק. BFS-מסתכלים על חלוקת הצמתים לפי השכבות המתקבלות מה. BFSכלשהו  sמריצים מצומת : ֜

2݆אחרת היינו מקבלים מעגל שאורכו , jצמתים באותה שכבה  ൅ כל קשת מחברת לצומת בשכבות הסמוכות , לפיכך). בניגוד להנחה, אי זוגי( 1

  .צ"לכן הגרף הוא דו. ולכן נוכל לחלק את צמתי הגרף לשתי קבוצות לפי השכבות הזוגיות והאי זוגיות, )מההערות לעיל(

  :)מהתרגול(ילים לדוגמא תרג

ܩעבור  .1 ൌ ሺܸ, ݏ-בים מ"צור את גרף המק, )מכוון או לא( ሻܧ א ܸ. 

ᇱܸ: באופן הבא 'G ונגדיר את הגרף החדש, s-מ BFSמריצים : פתרון ൌ ሼݒ א ܸ| ݀ሺݒሻ ൏ ∞ሽ ,ܧᇱ ൌ ሼሺݑ, ሻݒ א ሻݒሺ݀ |ܧ ൌ ݀ሺݑሻ ൅ 1ሽ . אם

ᇱܧאז , הגרף לא מכוון ൌ ሼሺݑ, ሻݒ א ሻݒሺ݀ |ܧ ൌ ݀ሺݑሻ ൅ ሻݑሺ݀ או 1 ൌ ݀ሺݒሻ ൅ 1ሽ.  

ܩעבור  .2 ൌ ሺܸ, ݏ-בים מ"צור את גרף המק, ሻܧ א ݐ-ל ܸ א ܸ. 

אחרת נהפוך את כיווני . ונחזיר את הגרף הריק tאל  s-לא מופיע בו אזי אין מסלול מ tאם . 'Gשנסמנו  s-מבים "ניצור את גרף המק: פתרון

  .tאל  s-בים מ"הוא גרף המק –ונחזיר אותו  ''Gנהפוך חזרה את קשתות . ''Gנסמנו , 'Gמתוך  t-בים מ"ונמצא גרף מק 'G-הקשתות ב
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  :)מהתרגול(מסלול ומעגל אויילר 

  :הגדרה

 .שעובר על כל קשת בדיוק פעם אחת) לא בהכרח פשוט(מעגל : מעגל אויילר •

 .אותו דבר רק מסלול: מסלול אויילר •

  :טענות

 .ሻ|ܧ|ሺܱ- כמו כן ניתן למצוא  מעגל אויילר ב .צמתים בו זוגיותדרגות כל ה ֞וקשיר מכיל מעגל אויילר  לא מכווןגרף  •

. לכן כל מעבר בצמתים הוא במספר זוגי של קשתות, גם יוצאים ממנו uכל פעם שנכנסים לצומת , אם גרף מכיל מעגל אויילר: רעיון ההוכחה

: נבנה מעגל באופן הבא, ם דרגות כל הצמתים זוגיותא. כ זוגי"לכן סה, 2וכל מעבר , 1האחרונה , 1הקשת הראשונה תורמת : צומת ההתחלה

, E-אם נותרו קשתות ב. E-כאשר כל קשת שעוברים בדרך מוציאים מ, ממשיכים במסלול ממנו עד שחוזרים אליו. כלשהו uמתחילים מצומת 

ܧ- נמשיך עד ש. E-הנמצא על המעגל שבנינו עד כה ונותרו לו קשתות ב uנחזור על שלבים אלו החל מצומת  ൌ   .׎

 .הוכחה דומה. זוגית והשאר בעלי דרגה זוגית-בגרף שני קודקודים מדרגה אי ֞וקשיר מכיל מסלול אויילר  לא מכווןגרף  •

ݒ׊ ֞וקשיר מכיל מעגל אויילר  מכווןגרף  • א ܸ: ݀௜௡ሺݒሻ ൌ ݀௢௨௧ሺݒሻ )דרגות היציאה והכניסה של כל צומת שוות.( 

ሻݑ௜௡ሺ݀: כך ש u,vקיימים שני צמתים  ֞לר וקשיר מכיל מסלול אויי מכווןגרף  • ൌ ݀௢௨௧ሺݑሻ ൅ 1, ݀௜௡ሺݒሻ ൅ 1 ൌ ݀௢௨௧ሺݒሻ  ולכל צומת

ݓ ് ,ݑ ሻݓ௜௡ሺ݀: מתקיים ݒ ൌ ݀௢௨௧ሺݓሻ )ברור למה.( 

  

DFS: Depth First Search :חיפוש לעומק:  

. רק כאשר יתקע יחזור אחורה וימשיך לשאר. שכניו אלא נמשיך לפתח את אותו שכןחא נמשיך לשאר , בעת מציאת שכן של צומת, BFS-בשונה מה

  :שתי פרוצדורות

• DFS(G) :מבצעת ממנו חיפוש חדש, )לפי שדה צבע(ועבור כל צומת שלא נתקלנו בו כבר , י מעבר על כל צמתי הגרף"מנהלת את החיפוש ע. 

• DFS­Visit(u) :להגיע לכל מה שנגיש מצומת ההתחלה הנוכחי שעדיין לא ביקרנו בו רקורסיבית המבצעת חיפוש בניסיון' פרוצ. 

|ܸ|ሺܱ: סיבוכיות ൅   .ሻ|ܧ|

  :שדות

 .סיימנו את הביקור בצומת –שחור ; )לא ביקרנו בכל צאצאיו(נתקלנו אך טרם סיימנו  –אפור ; טרם נתקלנו בצומת –לבן : צבע •

• time :מסיימים טיפול בצומת/ נתקלים בצומת חדש : כל פעימהב. נתקל בהם' מונה המתאר את סדרת האירועים שהאלג. 

 ).discovery(לראשונה  u-הזמן בו ניתקלנו ב: ሿ࢛ሾࢊ •

ሿݑሾ݂: תמיד יתקיים ).u )finish-הזמן בו סיימנו את הטיפול ב: ሿ࢛ሾࢌ • ൐ ݀ሾݑሿ. 

 .uהצומת הקודם שגילה את : ሿ࢛ሾ࣊ •

  .כן שינוי סדר הצמתים ברשימה יביא לפלט שונהל, משתמש ברשימת צמתים ללא הנחות על סדר כלשהו' האלג

  .ההפוכים הם כיווני הקשתות המקוריים בגרף ߨמצביעי  .DFS-המכונה יער ה, יוצרים אוסף של עצים מכוונים לכיוון השורש ߨמצביעי 

  :תכונות

  :עקרון הקינון) 1(

,ሿݑሾ݀ൣ: מתאים אינטרוול זמן בו הוא פעיל uלכל צומת  ݂ሾݑሿ൧ .י צמתים לכל שנu,v או שאחד מוכל בשני , או שהאינטרוולים שלהם זרים: מתקיים

כיוון  .DFS-ביער ה, לו האינטרוול המכיל, uצאצא של יהיה  מוכלעם האינטרוול ה vאזי הצומת , אם הם מקוננים. )לא תתכן חפיפה חלקית(

  .סניתי תיאור החזקת הצמתים במח"ההוכחה ניתנת לפישוט ע, פועל ברקורסיה' שהאלג

  :DFSי "סווג קשתות הגרף ע) 2(

  :סיווג שאר הקשתות. קשתות עץקשתות אלו יסומנו כ). ߨהגדרת ( DFS-ובחלקן משתמש לבניית עץ ה, עובר על כל קשתות הגרף' האלג

 .מחברת אב קדמון לצאצא: קשת קדמית •

 ).אך לא קשת עץ, או לאב עצמו(מחברת צאצא לאב קדמון : קשת אחורית •

 .אב קדמון/מחברת שני צמתים שאינם צאצא: קשת חוצה •

  :סיווג הקשתות בגרף מכוון

,ݑሺמסתכלים על      :בודק אותה uברגע בו  ሻݒ

 .כיוון שזהו רגע ביצוע הקריאה הרקורסיבית: זו קשת עץ, לבן vאם  •

 .vכלומר לצומת שהוא אב קדמון של , הצבעה לצומת במסלול הנוכחי הנבדק: אחוריתזו קשת , אפור vאם  •
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  :Gחים בגרף מכוון "חישוב רק

 .Lנסמן רשימה זו , יורד fומסדרים את הצמתים לפי סדר  Gעל  DFSמריצים  •

 .௧ܩאת הגרף ההפוך בונים  •

 .ר רשימת הצמתיםבתו L-כאשר הפרוצדורה הראשית משתמשת ב ௧ܩעל  DFSמריצים  •

 .)G-אם נהפוך את כיוון הקשתות שוב לכיוון המקורי שב( ח"השני הוא רק DFS-כל עץ ב •

  :)לעיל) 5(קשור לנקודה , מהתרגול( טענות ותרגילים

 .היא נמצאת על מעגל פשוט בגרף ֞אינה גשר ) בגרף לא מכוון(קשת  •

,ݑሺאם  ,ݑሺבנוסף לקשת  v-ל uמסלול פשוט בין (לכן היא נמצאת על מעגל פשוט , v-ל uאזי לאחר הסרתה נשאר מסלול בין , אינה גשר ሻݒ  ).ሻݒ

 .אין בו גשרים ֞גרף לא מכוון וקשיר ניתן לכיוון לגרף קשיר בחוזקה  •

,ݑሺנסתכל על קשת : ֚ ,ݑሺולכן , uאל  v-יש מסלול גם מ, כיוון שהגרף המכוון החדש קשיר בחוזקה. לאחר שכיוונו אותה ሻݒ ת על מעגל נמצא ሻݒ

  .לכן בגרף אין גשרים. וזה תקף לכל קשת בגרף, הטענה הקודמת נובע שאינה גשר. בגרף המכוון

נכוון קשתות עץ מהורה לבן וקשתות אחוריות מצאצא . וכיוון שאינו מכוון מקבלים קשתות עץ וקשתות אחוריות בלבד, על הגרף DFSמריצים : ֜

 s-מסלול מ). מכל צומת ניתן להגיע לכל צומת: וכך( s-ומכל צומת ל, ניתן להגיע לכל צומת s-ה שמונרא, s-נסמן את שורש העץ ב. לאב קדמון

אין גשרים , לפי הנחה. הנמצאת עמוק יותר בעץ vומוכיחים על צומת  uמניחים באינדוקציה על צומת : s-מסלול מצומת ל. על קשתות העץ: לצומת

ניתן להגיע לצומת שלפי הנחת  v- ולכן מ –או אב קדמון שלו  uאו צאצא שלו אל  v-שת אחורית מלפיכך קיימת ק. ולכן כל קשת יושבת על מעגל

  .s-האינדוקציה מתחבר ל

ܵנתונה  • ك  .S-העובר בכל הצמתים ב) לא בהכרח פשוט(רוצים לבדוק האם קיים מסלול . ܸ

לפי סדר המיון הטופולוגי . הנמצאים בו S-לול בין כל הצמתים מח קיים מס"בתוך כל רק. ומיון טופולוגי לגרף זה Gחים של "מוצאים את גרף הרק

  ).רכיבי הקשירות( ௜ାଵܥ-ל ௜ܥמסלול בין כל  BFS  /DFSי "צאים עמו, חים"של הרק

ݒכך שלכל  Sקבוצה מינימלית רוצים למצוא , Gנתון גרף מכוון  • א ݏקיים  ܸ א  .vאל  s-כך שקיים מסלול מ ܵ

ܿבוחרים , )אין קשתות שנכנסות אליו( שהוא מקור) חים"וצומת בגרף הרק G-רכיב קשירות ב( Cלכל . G-לחים "מוצאים גרף רק א ומכניסים  ܥ

  .௜ܥחים ומוכיחים באינדוקציה על "מבצעים מיון טופולוגי על הרק. S-אותו ל

 :אלגוריתם למציאת קודקודים מנתקים •

המרחק המינימלי ( י קשת אחורית"או צאצא שלו ע uניתן להגיע מצומת  DFS-כמה גבוה בעץ ה: אשהו ሿݑሾݓ݋݈נגדיר לכל צומת שדה : אלגוריתם

  :נגדיר, )סיים טיפול(שלו  f-ולכל קודקוד שסיימנו לחשב את ערך ה, DFSנריץ ). מהשורש אליו ניתן להגיע

ሿݑሾݓ݋݈ ൌ min ሼ݀ሾݑሿ,minሼdሾvሿ|ሺݑ, ሻݒ െ ሽקשת אחורית  ,minሼ݈ݓ݋ሾݓሿ| של  בן wקיים  ֞מנתק ) לא שורש( u: מתקיים. ሽሽݓ בן ישיר של ݑ 

u ݓ݋݈-כך שሾݓሿ ൒ ݀ሾݑሿ.  

ניתן  uשל ) או צאצא(אחרת מכל בן , ל"כנ wאז קיים , מנתק uאם . מנתק uלכן , uאזי לא ניתן להגיע ממנו להורה של , כזה wאם קיים : הוכחה

  .בסתירה, את הגרף לא ניתקה uכלומר הסרת , uלהגיע לאב כלשהו של 

 .יש לו לפחות שני בנים ֞מנתק  u: טענה •

 .קשירות יש לכל היותר קודקוד אחד משותף-רכיבי דו 2לכל : טענה •

,ଵܥקשירות -נניח בשלילה שלשני רכיבי דו: הוכחה אף צומת שנמצא רק באחד מהם אינו . ଶܥڂଵܥנסתכל על . u,vיש שני קודקודים משותפים  ଶܥ

,ଵܥ-קוד מנתק כיוון שקוד ,ଵܥ, uאם ננתק את , אם כן). מהגדרה(קשירות - רכיבי דו ଶܥ . vבאופן דומה בניתוק . vי "מחוברים ע –לא יתנתקו  ଶܥ

  .קשירות אחד מלכתחילה כיוון שהוא תת גרף קשיר ללא קודקודים מנתקים-היה צריך להיות רכיב דו ଶܥڂଵܥלפיכך 

 .יבי דו קשירות מהווים חלוקה של קשתות הגרףרכ: מסקנה •

) צמתים משותפים 2(=מהטענה לעיל נובע שאין קשת משותפת . קשירות- קשיר ולכן שייכת לרכיב דו- גרף דו-כל קשת בפני עצמה היא תת: הוכחה

 .שונים קשירות-לשני רכיבי דו
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MST: Minimum Spanning Trees :מ"עפ(ים עצים פורשים מינימלי(:  

ܧ:ݓעם פונקציית משקלות על הקשתות  לא מכוון וקשירקלט תמיד יהיה גרף ה ՜ Թ.  

|ܸ|-מורכב מ(שמכיל את כל צמתי הגרף והוא עץ  Gתת גרף של : עץ פורש • െ  .קשיר Gתמיד קיים כזה כי ). E-קשתות מ 1

ሺܶሻݓסכום משקלות קשתות העץ שהוא : משקל עץ פורש • ൌ ∑  .்אሺ݁ሻ௘ݓ

 אם יש ).קבוע לכל קשת wלמשל גרף בעל ערך (עץ זה אינו יחיד בהכרח  .עץ פורש בעל סכום משקלות מינימלי: רש מינימליעץ פונרצה למצוא 

ܣניתן להוסיף להם , משקלות שליליים ൐ ܣ-כלשהו וכך משקל כל עץ פורש יגדל בדיוק ב 0 · ሺ|ܸ| െ 1ሻ ,מ קודם"עפ ֞מ עכשיו "ונקבל שעפ.  

  :)Greedy(גישה חמדנית 

|ܸ|אם נצליח לבצע זאת . ונקפיד שלא יווצר מעגל G-קשתות מ) מאותחל לריק(לעץ נוסיף  െ בדרך נבחר את הקשתות . פעמים נקבל עץ פורש 1

  ).בכל צעד תבחר הקשת המינימלית האפשרית(הקטנות ביותר שנוכל 

  :גישה כללית

ܣתת קבוצה : קבוצה מבטיחה • ك  .מבטיחה' קב ׎ .אך ברור שאין בה מעגל, ת קשירהלא חייבת להיו A .Aמ המכיל את "כך שקיים עפ ܧ

݁-מבטיחה ו' קב Aאם : קשת בטוחה • ב  .מבטיחה' עדיין קב ሼ݁ሽ۫ܣקשת מבטיחה אם  eאזי , ܣ

  :האלגוריתם

|ܣ|(אינו עץ פורש  Aכל עוד : רצים בלולאה. להיות הקבוצה הריקה Aמאתחלים את  ് |ܸ| െ   .A-ל eהוסף קשת בטוחה , )1

  :נכונות

 .לכן האתחול נכון, ריקה תמיד מבטיחה קבוצה •

ܣ-כיוון ש, מבטיחה' קב A-ל eתמיד קיימת קשת בטוחה  • ك ݁וכל , ܶ א ܶ, ݁ ב  .היא בטוחה מהגדרה ܣ

 .מ בעצמו"הוא עפ Aאזי , מ"עץ פורש מוכל בעפ Aאם : לבסוף •

,ሺܸכל רכיב קשירות בגרף  אז , A-קשת בטוחה ל eאם . רכיבי קשירות |ܸ|ה בעל באתחול גרף זה יהי. הוא עץ שיכול להיות גם ללא קשתות ሻܣ

|ܸ|לאחר . ותקטין את מספר רכיבי הקשירות באחד) זרים בצמתים כי אין מעגלים( תחבר בין שני עצים A-הוספתה ל െ צעדים נקבל רכיב  1

  .שהוא העץ הפורש, קשירות אחד

ܸ-לשתי קבוצות לא ריקות זרות כך ש Vפירוק של : חתך • ൌ ଵܸ۫ ଶܸ. 

 .ଶܸ-לצומת ב ଵܸ-חתך היא קשת המחברת צומת ב: קשת חוצה •

 ).ଶܸ-או ב ଵܸ-מוכל או ב A-כל רכיב קשירות ב(קשת חוצה  A-ב איןאם ) מבטיחה' קב( Aאת : חתך מכבד •

 .מבין כל הקשתות החוצות מינימליקשת תהיה חוצה קלה אם יש לה משקל , בהינתן חתך: קשת חוצה קלה •

  :טענה

ሺיהא , קבוצה מבטיחה Aתהא  ଵܸ, ଶܸሻ  חתך המכבד אתA , ݁ותהא ൌ ሺݑ,   .Aקשת בטוחה עבור  eאזי . קשת חוצה קלה של החתך ሻݒ

ܣ-ידוע ש: הוכחה ك ܶ ,T ݁אם . מ"עפ א ݁אם . סיימנו, ܶ ב אם ). לא קשיר Tאחרת (החוצות את החתך  T-קיימות קשתות ב, קשיר T-כיוון ש: ܶ

ሺ݁ሻݓ:חוצה קלה e-כיוון ש. 'Tונסמן את העץ החדש  e-ב 'eנחליף את . 'eעם קשת חוצה , T-ב, v-ל uכלשהו בין  ߨלול כן קיים מס ൑  'ሺ݁ᇱሻ .Tݓ

|ܸ|יש בו : עץ െ ሺܶᇱሻݓ: כמו כן מקיים; קשתות 1 ൌ ሺ݁Ԣሻݓሺܶሻെݓ ൅ ሺ݁ሻᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥݓ ൑ ሺܶሻݓ
ஸ଴

  .וחהבט ሼ݁ሽڂܣולכן , מ"עפ 'Tמ אזי גם "עפ T-כיוון ש. 

,ܥሺאזי החתך , Aרכיב קשירות של  Cיהי : מסקנה   .A-וקשת חוצה קלה בחתך זה בטוחה ל, Aמכבד את  ሻܥ\ܸ

  

  :MSTלמציאת  Kruskalאלגוריתם 

אם : בכל שלב. ורצים על הקשתות לפי משקל לא יורד, בפני עצמו setבאיתחול כל צומת הוא . Union­setמבנה נתונים אלגוריתם זה משתמש ב

נדלג , אם לא מחברת בין שניים שונים. אחד set-שחיברה ל sets-ונאחד את שני ה A-נוסיפה ל, שונים) sets(ת מחברת בין שני רכיבי קשירות הקש

  ).מדלגים על קשתות שסוגרות מעגל( עליה

  :'נכונות האלג

, )בודקים לפי סדר משקלות לא יורד(אותה קודם אז בדקנו , קלה יותר 'eאם היתה : בחיבור שני רכיבי קשירות שונים eמשקל מינימלי של  •

 .ולא ניתן לבחור אותה, אם כן גם בתמונה הנוכחית תסגור מעגל. ולפיכך נפסלה ולכן סגרה מעגל

• e בטוחה ל-A : ܥנניח שמחברתଵ ܥ-לଶ )נסתכל על החתך ). שני רכיבים קשירות שוניםሺܥଵ, בדיקה היא ולפי סדר ה, חוצה חתך זה ଵሻ :eܥ\ܸ

 .A-לכן לפי הטענה לעיל היא בטוחה ל. מכאן שהיא חוצה קלה –הקלה מבין כל הקשתות החוצות חתך זה 

|ܧ|ሺܱלמימוש יעיל : סיבוכיות · log|ܸ|ሻ.  
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  :MSTלמציאת  rimPאלגוריתם 

אותו צומת  – Cלצומת במשלים של  C-בכל שלב מוצאים את הקשת הקלה ביותר המחברת צומת ב. )׎-מאותחל ל( Cמתחזקים רכיב קשירות אחד 

של משקל הקשת המינימלי בינו לבין  keyמחזיק ) ܥ\ܸ(כל צומת במשלים : לא פועל על קשתות אלא על צמתים' האלג. Cבמשלים עובר לתוך 

 )extract­min( יהמינימל key-בכל שלב מוצאים את הצומת עם ה. בתור עדיפויות) Cהמשלים של (מחזיקים את כל הצמתים . C-מישהו ב

  .decrease­keyי "ע )הנמצאים במשלים(של שכניו  keys-מעדכנים את ה, C-מוסיפים אותו לו

  :נכונות

,ܥሺאם נסתכל על החתך : מיידית מהטענה - מחובר בקשת חוצה קלה ל ܥ\ܸ- אזי כל צומת שמוציאים מ, )הוא תור העדיפויות ܥ\ܸכאשר ( ሻܥ\ܸ

C ,לכן זו קשת בטוחה.  

  :כיותסיבו

ܱሺ|ܸ| · logሺ|ܸ|ሻሻ להוצאות מהתור ,ܱሺ|ܧ| · logሺ|ܸ|ሻሻ  ܱהפחתות מפתח בערימה בינארית אוሺ|ܧ|ሻ כ"סה. י'בערימת פיבונצ:  

ܱሺ|ܧ| · logሺ|ܸ|ሻሻ  ܱבערימה בינארית אוሺ|ܸ| · logሺ|ܸ|ሻ ൅   .גדול E-ל Kruskalחיסכון לעומת  – י'בערימת פיבונצ ሻ|ܧ|

  

  :)Kruskal' נובעים מאלג(ם מי"תכונות עפ

  .מייצר עץ יחיד' האלג, אם לכל הקשתות משקלים שונים. של קרוסקל תלוי בסדר מיון הקשתות' פלט האלג

 )מ יחיד"יש עפ, אם המשקלים שונים: מכאן(מ אפשרי "של קרוסקל מסוגל לייצר כל עפ' האלג: טענה •

Թ:݂תהי : טענה • ՜ Թ ו, עולה ממש-G משקלות ' ם פונעw  כݓנגדיר . הקשתותעל ൌ ݂ ל  .כݓמ לפי "עפ w ֞ Tמ לפי "עפ T: ומתקיים ݓ

  .כݓאותו סדר בדיוק יהיה עבור . Tעולה כך שקרוסקל יבנה את  wלפי סדר  G-נסדר את הקשתות ב, מ מסוים"עפ Tעבור : הוכחה

,ଵܶיהיו : מים שונים נבדלים בקשתות שלהם אך לא במשקל קשתותיהם"עפ: טענה • ଶܶ אזי אם נסדר את משקל . מים שונים"שני עפ

,ଵݔ: קשתותיהם לפי סדר עולה … , ,ଵݕ-ו ௏|ିଵ|ݔ … , 1׊: אזי ௏|ିଵ|ݕ ൑ ݅ ൑ |ܸ| െ 1: ௜ݔ ൌ  .௜ݕ

௝ݔ: כ"כך שבה jוקיים אינדקס , נניח בשלילה שלא מתקיים: הוכחה ൏ ሻݔሺ݂: עולה ממש' נגדיר פונ. ௝ݕ ൌ ൜
,ݔ ݔ ൑ ௝ݔ
ݔ ൅ 1, ݔ ൐ ௝ݔ

לפי המשקלות . 

ଵݔ: החדשים מתקיים ൑ ڮ ൑ ௝ݔ ൑ ௝ାଵሺ൅1ሻݔ ൑ ڮ ൑ ଵݕ: yועבור ; ௝ݔ-יהיה אם המשקלים הללו שונים מ+" 1"-ה -  ௏|ିଵሺ൅1ሻ|ݔ ൑ ڮ ൑

௝ݕ ൑ ௝ାଵݕ ൅ 1 ൑ ڮ ൑ |ܸ|- ותר בהמשקל הכולל של העץ הראשון ישתנה לכל הי: כלומר. ௏|ିଵ1|ݕ െ 1 െ |ܸ|-והשני ישתנה בדיוק ב, ݆ െ לכן , ݆

  .עולה ממש fמ תחת "שמירת עפבכל מקרה משקלם יהיה שונה בסתירה ל

  :)מהתרגול(טענות ותרגילים 

 .מ עם מספר מקסימלי של קשתות אדומות"למצוא עפ. כל קשת צבועה באדום או כחול. משקלות על הקשתות' נתון גרף מכוון וקשיר עם פונ •

ሺ݁ଵሻݓאו : אם ଶ݁-קלה מ ଵ݁: תוגדר wי "השוואת קשתות ע: מ באופן הבא"למציאת עפ' נשנה את אחד האלג: תרוןפ ൏   או ሺ݁ଶሻݓ

ሺ݁ଵሻݓ ൌ   .הכחול ଶ݁-אדומה ו ሺ݁ଶሻ ,݁ଵݓ

ᇱሺ݁ሻݓכחולה אז  eאם : 'wמשקלות חדשה ' נגדיר פונ: הוכחה ൌ ᇱሺ݁ሻݓז אדומה א eואם  ሺ݁ሻݓ ൌ קטן מספיק כדי שההשוואה בין  ߝ-כך ש ߝ

ሺݓ: קטן מספיק כך שלכל שני עצים פורשים ߝכמו כן נניח . הקשתות תהיה שקולה להגדרה בפתרון ଵܶሻ ൏ ሺݓ ଶܶሻ ֚ ݓᇱሺ ଵܶሻ ൏ ᇱሺݓ ଶܶሻ.  העץT 

  :כעת נותר להראות. 'wלהגדרת  בגלל שקילות הפתרון, ᇱሺܶሻݓשהפתרון מחזיר מביא למינימום את 

ሺݓ- כך ש ଵܶאם קיים : wפי מ ל"הוא עפ T  .א ଵܶሻ ൏ ᇱሺݓאזי  ሺܶሻݓ ଵܶሻ ൏   .'wמ לפי "עפ T-בסתירה לכך ש ᇱሺܶሻݓ

ሺܶሻݓ: יש מספר קטן או שווה של קשתות אדומות wלפי  ଵܶ מ אחר"לכל עפ  .ב െ ߝ ൌ ᇱሺܶሻݓ ൑ ᇱሺݓ ଵܶሻ ൌ ሺݓ ଵܶሻ െ   ߝ

  

  :בים"מק –ביותר ) קלים(מסלולים קצרים 

ܧ:ݓמשקלות על הקשתות ' ופונ, מכוון או לא Gנתון גרף  ՜ Թ )לזוג . סכום המשקלות שעל קשתות המסלול= משקל מסלול ). יכול להיות שלילי

,ݑሺߜנגדיר  u,vצמתים    ).אחרת ∞; אם קיים( v- ל uהמשקל המינימלי של מסלול המחבר את =  ሻݒ

,ݏሺߜנרצה לחשב את כל הגדלים  sעבור צומת התחלה : shortest pathsאו  single sourceבעיות  ݑלכל  ሻݑ א   )..All pairs S.Pלהבדיל מבעיית ( ܸ

העובר במעגל  s-שיש מסלול אליהם מ uאזי כל הצמתים , אם היו. s-נגישים מ) סכום משקל הקשתות במעגל שלילי(אין מעגלים שליליים : הנחה

,ݏሺߜמים היו מקיי ሻݑ ൌ െ∞ . פשוט ניתן להחליט לעבור בהם מספר כלשהו של פעמים, הם תקינים 0מעגלים במשקל.  

  .הנגיש אליו uלכל  s-מ) לא עובר באותו צומת פעמיים( פשוטב "תמיד קיים מק: אם אכן אין מעגלים שליליים אזי
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  :בים"תכונות מק

 .ב"ב הוא מק"מסלול של מק-תת •

,ݑሺאם : ש"אשמ • ሻݒ א ,ݏሺߜאזי  ܧ ሻݒ ൑ ,ݏሺߜ ሻݑ ൅ ,ݑሺݓ  .ሻݒ

,ݏሺߜ: אז מתקיים השוויון v-ל s-ב מ"על מק vצומת אחד לפני  uאם  • ሻݒ ൌ ,ݏሺߜ ሻݑ ൅ ,ݑሺݓ  .ሻݒ

ݓאם  • ؠ  .BFSי "והבעיה נפתרת ע, אזי משקל המסלול שווה למספר הקשתות על המסלול 1

  :יוחזקו השדות הבאים לכל צומת, BFS-באופן דומה ל

• ݀ሾݑሿ :ב מ"קל המקמש-s ל-u מאותחל ל .שהתגלה עד כה-∞ )݀ሾݏሿ 0- מאותחל ל.( 

 .null-מאותחל ל .ב שהתגלה עד כה"מצביע לצומת הקודם על המק: ሿݑሾߨ •

  :אלגוריתם כללי

,ݑሺעל  relaxהפעלת : Relaxפרוצדורת העדכון  ሿݒሾ݀בודקת אם  ሻݒ ൐ ݀ሾݑሿ ൅ ,ݑሺݓ ሿݒሾߨואת  ሿݒሾ݀נעדכן את , אם כן. ሻݒ ՚   .ݑ

- זה לא יעצור אם יש מעגל שלילי נגיש מ' אלג. משפר עוצרים relaxכשאין . משפר relaxלאחר איתחול עוברים על הקשתות בסדר כלשהו כל עוד יש 

s .תמיד יעצור ובסופו יתקיים לכל ' האלג, אם אין מעגלים שלילייםu: ݀ሾݑሿ ൌ ,ݏሺߜ   .ሻݑ

ሿݑሾ݀מתקיים תמיד '; יורד מונוטונית במהלך האלג ሿݑu :݀ሾלכל  ൒ ,ݏሺߜ   .ሻݑ

  :בים"עץ המק

  .sוהשורש הוא , יוצרים עץ מכוון כלפי השורש) sאך כולל ( nullשאינם  ߨ-מצביעי ה, בכל רגע שהוא: טענה

  .יחיד ߨכיוון ששדה  sמסלול יחיד לכיוון  null-שאינו מצביע ל uולכל , הוא קשיר וחסר מעגלים ߨהגרף המורכב ממצביעי : הוכחה

௞ሻݑሺߨ-כך ש ௞ݑ-אם המסלול מסתיים ב • ൌ ௞ݑאזי  ݈݈ݑ݊ ൌ ,௞ିଵݑሺשנעשה על  relax-אז נסתכל על ה, נניח שלא. ݏ - שהביא ל ௞ሻݑ

௞ିଵሻݑሺߨ ՚ ௞ሻݑ௞ :݀ሺݑ ൅ ,௞ିଵݑሺݓ ௞ሻݑ ൏ ݀ሺݑ௞ିଵሻ .מכאן ש-݀ሺݑ௞ሻ ൏ ௞ݑ אם אכן). נעשה relax-כי ה( ∞ ് - אז הפעם הראשונה ש, ݏ

݀ሾݑ௞ሿ מקבל ערך סופי הוא ב-relax , ߨואזሾݑ௞ሿ  מקבל ערך שאינוnull  ולא יקבלnull ߨ-בסתירה לכך ש, לעולםሾݑ௞ሿ ൌ ௞ݑלכן . ݈݈ݑ݊ ൌ  .ݏ

 .שוויונים נקבל שהמעגל הוא שלילי-באמצעות חיבור אי, נניח שיש מעגל: אין מעגל •

  :בים מתקיים"המקבעץ 

ሿݑሾ݀אזי , s-נגיש מ uנניח : יבגרף המקור s-כל צומת בעץ הוא צומת שנגיש מ • ൌ ,ݏሺߜ ሻݑ ൏  .בעץ uולכן  null-קיבל ערך שונה מ ሿݑሾߨ - ∞

 :מתקיים. kמניחים באינדוקציה על עומק השורש : יב בגרף המקור"הוא מק sמכל צומת לשורש ) ההפוך(המסלול  •

,ݏሺߜ ௞ݑ-ל s-מאורך מסלול מסוים  ௞ሻݑ ൌ ݀ሾݑ௞ሿ ൒ ∑ ,௜ିଵݑሺݓ ௜ሻ௞ݑ
௜ୀଵ ൌ ,ב"ולכן אותו מסלול מסוים הוא מק.  

  :DAG-בים ב"חישוב מק

 נעבור על כל צומת לפי סדר המיון הטופולוגי ונבצע, נבצע איתחול. במיון s-וניתן להתעלם מכל הצמתים הקודמים ל, Gמבצעים מיון טופולוגי על 

relax על כל הקשתות היוצאות ממנו.  

ሿݑሾ݀מתקיים , uכאשר הלולאה המרכזית מגיעה לצומת : נכונות ൌ ,ݏሺߜ כאשר  vנניח נכונות עד : אינדוקציה על סדר המיון הטופולוגי. ሻݑ

ݏ ՜ ڮ ՜ ݒ ՜ ሿݒሾ݀: לפי הנחה. נמצאים לפניו במיון u-וכל הקודמים ל, ב"הוא מק ݑ ൌ ,ݏሺߜ על הקשתות  relaxואז מבצעים , v-כשמגיעים ל ሻݒ

,ݒሺכולל  ሿݑሾ݀: ומתקיים לאחר מכן ሻݑ ൑ ݀ሾݒሿ ൅ ,ݒሺݓ ሿݑሻ ݀ሾݑ ൑ ,ݏሺߜ ሻݒ ൅ ,ݒሺݓ ሻݑ אורך הקשת + ב "מסלול של מק- אגף ימין הוא תת. ֞

ሺݒ, ,ݏሺߜ-כ שווה ל"לכן סה, ሻݑ ሿݑሾ݀כיוון שתמיד גם . ሻݑ ൒ ,ݏሺߜ ሿݑሾ݀: אזי ሻݑ ൌ ,ݏሺߜ   .ሻݑ

  :Fordאלגוריתם של 

. נבצע אותו, משפר relaxכל עוד קיימת קשת עם : הלולאה. אתחול כרגיל). לא מעגלים שליליים(משקלות שליליים אפשריים , הקלט הוא גרף כללי

ሿݑሾ݀בסיום מתקיים  ൌ ,ݏሺߜ   .צעדים 2௡-שיגרום ל relaxיתכן סדר : זמן הריצה יכול להיות נוראי. uלכל  ሻݑ

  

  :rdFo­Bellmanאלגוריתם 

|ܸ|כלומר לכל היותר בעל , ב פשוט"אם אין מעגלים שליליים אזי תמיד קיים מק െ |ܸ|עושה ' האלג .קשתות 1 െ כאשר בכל אחת , איטרציות 1

|ܸ|ሺܱ: סיבוכיות. על כל הקשתות relaxהוא מבצע  · |ܸ|של הלולאה הרצה עד (מספר האיטרציה  kהוכחה באינדוקציה על  .ሻ|ܧ| െ 1(.  

  :הוכחה .קיימים מעגלים שליליים בגרף=  falseהחלק השני של האלגוריתם מגלה זאת ומחזיר , משפר relaxקיים  אם עדיין

ሿݑu :݀ሾראינו שמתקיים בסוף לכל , אם אין מעגל שלילי ൌ ,ݏሺߜ |ܸ|אחרי : משפר relaxנטען שיש , אם יש מעגל שלילי. ሻݑ െ האיטרציות כל  1

௜ሿݒሾ݀: שוויונים מהצורה- משפר נקבל אי relaxאכן אין אם נניח ש. ∞-קטנים מ d-ערכי ה ൑ ݀ሾݒ௜ିଵሿ ൅ ,௜ିଵݒሺݓ אם ). צמתים במעגל ௜ݒ( ௜ሻݒ

0: נחבר את כולם יחד ונקבל ൑ ∑ ,௜ݒሺݓ ௜ାଵሻ௞ݒ
௜ୀଵ – בסתירה, שלילי-מעגל אי.  
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  :Dijkstraאלגוריתם של 

  .שליליים-משקלות אי: הנחה

. שלהם ߜ- וחישבנו את ערך ה Q-שתחזיק את כל הצמתים שכבר הוצאנו מ ׎-המאותחלת ל Sוקבוצה , V-המאותחל ל Qור עדיפויות שימוש בת

אינו  Q-על אלו שלא ב relax. עדיין Q-הנמצאים ב(על כל שכניו  relaxמבצעים , Qשמבוצע על  extract­minלכל . d-התור מנוהל לפי ערכי ה

  .Q-על אותו שכן הנמצא ב decrease­keyזה גורר , משפר relax-אם ה). רלוונטי

  .מחכה כל הזמן לשיפורים נוספים B­F. שלו d-בטוח לא ישופר עוד ערך ה, כאן כאשר צומת כלשהו מוצא מהתור: Bellman­Ford-ההבדל מ

  :סיבוכיות

|ܧ|ሺܱ: על כל צומת וכל קשת עוברים פעם אחת ൅ |ܸ|ሻ  + פעולות עלQ :|ܸ|  פעולותextract­min  +|ܧ| ൒  פעולותdecrease­key .כ"סה:  

|ܧ|൫ሺܱ: ערימה בינומית ൅ |ܸ|ሻ · logሺ|ܸ|ሻ൯ ,י'ערימת פיבונצ :ܱሺ|ܸ| · logሺ|ܸ|ሻ ൅   .ሻ|ܧ|

  :נכונות

ሿݒሾ݀מהתור מתקיים  vכאשר מוציאים  ൌ ,ݏሺߜ נסתכל על . vנניח הבא לצאת הוא . ברור – s :הוכחה באינדוקציה על סדר ההוצאה מהתור, ሻݒ

מתבצע  Q-יצא מ xכאשר  .u-ב S-והראשון שלא ב, x-ב) s-כשיוצאים מ( S-נסמן את האחרון שב. Q-וחלקו ב S-שחלקו צמתים ב, v-ל s-ב מ"המק

relax  עלሺݔ, ሿݑሾ݀: ומתקיים אי השוויון הרגיל ሻݑ ൑ ݀ሾݔሿ ൅ ൅ݓሺݔ, ሻݑ ൌ ,ݏሺߜ ሻݔ ൅ ,ݔሺݓ ሻݑ ൌ ,ݏሺߜ ሿݑሾ݀ולכן  ሻݑ ൌ ,ݏሺߜ  v- כיוון ש .ሻݑ

ሿݒሾ݀: יתקיים, טרם יצא u-ו, יוצא כעת מהתור ൑ ݀ሾݑሿ. כעת מתקיים:  

,ݏሺߜ ሻݒ ൑ ݀ሾݒሿ ൑ ݀ሾݑሿ ൌ ,ݏሺߜ ,ݏሺߜולכן  ሻݑ ሻݒ ൑ ,ݏሺߜ ,ݏሺߜ: כמו כן מתקיים. ሻݑ ሻݒ ൌ ,ݏሺߜ ሻݑ ൅ ,ݑሺݓ ,ݏሺߜולכן  ሻݒ ሻݒ ൒ ,ݏሺߜ מכאן . ሻݑ

ሿݒሾ݀: ובפרט, שאי השוויון הראשון הוא בעצם שוויון ൌ ,ݏሺߜ   .ሻݒ

  

  :תרגילים

• G  ܧ:ݓגרף מכוון עם ՜ ሼ0,1,2ሽ .ݏ-בים מ"למצוא מק א ܸ 

|ܸ|ሺܱהיא  Dijkstraמשתמשים בעובדה שסיבוכיות זמן ריצה של : פתרון ൅ |ܸ| · ݊݅݉_ݐܿܽݎݐݔ݁ ൅ |ܧ| · נממש תור . ሻݕ݁݇_݁ݏܽ݁ݎܿ݁݀

2ולכן משקל מסלול הוא לכל היותר ) אין משקלות שליליים(פשוטים  בים"כל המק: עדיפויות בצורה יעילה יותר באופן הבא · ሺ|ܸ| െ 1ሻ . נחליף

|ܸ|2ሺ-ב ∞את  െ 1ሻ ൅  d-במערך יהיו כל הצמתים שערך ה iבכל אינדקס : שיחזיק רשימות מקושרות דו כיווניות, ונחזיק מערך באורך זה 1

  :ואז מתקיים. זרהלצמתים גם יהיה מצביע למקום ברשימה המצביע אליהם ח .iשלהם הוא 

• decrease key : מחיקת מצביע מהרשימה בה נמצא במערך והשמת מצביע לצומת בראש הרשימה באינדקס החדש– ܱሺ1ሻ. 

• extract min :כי כל קריאה באה ל, נחזיק משתנה עזר להיכן הגענו. מציאת האיבר הראשון במערך שלא מכיל רשימה ריקה-extract 

min כ נעבור על כל הצמתים פעם אחת "סה. ה לקודמותחזיר ערך גדול או שוו– ܱሺ|ܸ|ሻ  לכל הקריאות =ܱሺ1ሻ לקריאה. 

|ܸ|ሺܱ: כ"סה ൅   .ሻ|ܧ|

ܧ:ݓ, מכוון Gנתון  • ՜ ,ݏ, ܴ ݐ א  .בעל מספר זוגי של קשתות אדומות t-ל s-ב מ"למצוא מק. כחול/ כל קשת צבועה אדום , ܸ

,଴ݒיהיו שני צמתים  V-ב vלכל צומת : באופן הבא 'Gניצור גרף חדש : פתרון ,ݑሺלכל קשת ; 'V-ב ଵݒ ሻݒ א   :יהיו הקשתות ܧ

• ሺݑ଴, ,଴ሻݒ ሺݑଵ, ,ݑሺאם  ଵሻݒ  .כחולה ሻݒ

• ሺݑ଴, ,ଵሻݒ ሺݑଵ, ,ݑሺאם  ଴ሻݒ  .אדומה ሻݒ

  .଴ݐ-ל ଴ݏ-ב מ"ונחזיר את המק ଴ݏ-מ Dijkstraנריץ 

  .ב"בפרט מק, בעל מספר זוגי של קשתות אדומותבאותו אורך ו t-ל s-מ קיים מסלול מ"אמ ଴ݐ-ל ଴ݏ-קיים מסלול ממההגדרות נובע ש: נכונות

  

  :ll Pairs Shortest PathsA –בים בין כל זוגות הצמתים "מק

  :פתרונות נאיביים

ויכול  ሻ|ܧ|ሺ|ܸ|ଶܱ: זמן ריצה. אחר כצומת התחלה כל פעם עם צומת, פעמים |ܸ| BFנריץ , )לא מעגלים שליליים(אם יש משקלות שליליים  •

 .ሺ|ܸ|ସሻܱלהגיע עד 

ሺ|ܸ|ଶܱפעמים וזמן הריצה יהיה  |ܸ| Dijkstraאם אין משקלות שליליים נבצע  • · logሺ|ܸ|ሻ ൅ |ܸ| ·  .ሺ|ܸ|ଷሻܱשזה לכל היותר  ሻ|ܧ|

  .nעד  1יים כאשר לצמתים מספרים סידור, נשתמש ביצוג מטריציאלי של הגרף

W :௜ܹ,௝מטריצה  • ൌ ቐ
0, ݅ ൌ ݆
∞, ሺ݅, ݆ሻ ב ܧ
,ሺ݅ݓ ݆ሻ, ሺ݅, ݆ሻ א ܧ

  ).מטריצת משקלות( 
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 .Wלקחת את : אתחול אפשרי. jלכל  iמטריצה שתחזיק את אורכי המסלולים הקצרים ביותר שהתגלו עד כה בין כל : Dמטריצה  •

௜,௝ߨ: איתחול. ר שהתגלה עד כהמטריצת המצביעים במסלול הטוב ביות: ࣊מטריצה  • ൌ ቐ
,݈݈ݑ݊ ݅ െ ݆
,݈݈ݑ݊ ௜,௝ݓ ൌ ∞
݅, ௜,௝ݓ ൏ ∞

. 

  :)F­Bכמו (אלגוריתם ראשון 

,݅׊: ונגדיר, 'D-ב) בים"מטריצת המק(נסמן את מטריצת התשובה  ݆: ௜,௝ᇱܦ ൌ min൛ܦ௜,௝ᇱ ,minଵஸ௞ஸ௡൛ܦ௜,௞ ൅ ௞ܹ,௝ൟൟ . מטריצות" כפל"נגדיר פעולת :

ᇱܦ ൌ ܦ ଵܿଵݎ: למשל"+" (- נשתמש ב" ·"ובמקום , "min"-נשתמש ב"+" כאשר במקום , ܹל ൅ ൅ڮ ௡ܿ௡ݎ ՜ min ሼݎଵ ൅ ܿଵ,… , ௡ݎ ൅ ܿ௡ሽ.(  

|ܸ|הוכחנו שמספיק לבצע  െ ௏|ିଵ|ܦבים תהיה "ולכן מטריצת המק, B­F-איטרציות ב 1 ൌ ܹ ܹל ל ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥܹל…
|௏|ିଵ ௧௜௠௘௦

.  

  :סיבוכיות

log-המטריצות שהוגדר לעיל אסוציטיבי ולכן ניתן להשתמש ב" כפל"קל להוכיח ש ሺ|ܸ|ଷܱ: נקבל. הכפלות n-הכפלות במקום ב ݊ · logሺ|ܸ|ሻሻ .

|ܸ|רק " כפל"לכן נבצע , האתחול נחשב לאיטרציה ראשונה: הערה െ   .פעמים בפועל 2

  :ותהער

אם כן אז יש מעגל . כלשהו ௜,௝ܦנבצע הכפלה נוספת ונבדוק האם היא משפרת , לאחר סיום כל ההכפלות, B­Fכמו : מציאת מעגלים שליליים .1

|ܸ|-כל ה(אחרי סיום : אופציה נוספת. שלילי െ  .נבדוק אם יש ערך שלילי על האלכסון) איטרציות 1

௜,௝ߨאליו שיפרנו ונבצע  kניקח את אותו ערך  ,שיפר relaxאם איזשהו : ࣊עדכון מטריצת  .2 ՚ ݇. 

௜,௝ߨ: המשפר נבצע את ההשמה relax-מה k-עבור ה: בגרסה המהירה ࣊עדכון  .3 ՚  .௞,௝ߨ

 .ניתן גם עם עותק אחד. כל תוצאה חדשה נשים בעותק האחר: באופן נאיבי מספיק להחזיק שניים. Dאין צורך בעותקים של : מקום .4

  :יםתרגיל

,ଵܿסוגי מטבעות  nנתונים  • … , ܿ௡ כמה מטבעות מסוג : ומטריצת המרה בהj  נקבל עבור מטבעות מסוגi ൫ܽ௜௝൯ ൌ . רוצים לבדוק האם קיים

௜భ,௜మܽ: כך ש ௝݅כלומר אינדקסים , מסלול המרה שיביא לרווח · ܽ௜మ,௜య · … · ܽ௜ೖ,௜భ ൐ 1 . 

–משני האגפים ומקבלים  logמוציאים : וןפתר log൫ܽ௜భ,௜మ൯ െ െڮ log൫ܽ௜ೖ,௜భ൯ ൏ ולכל קשת  ௜ܿהם כל נבנה גרף מכוון שלם שקודקודיו . 0

ሺܿ௜, ௝ܿሻ  ניתן את המשקל– log൫ܽ௜௝൯ . י"וזאת ניתן ע, כעת הבעיה שקולה למציאת מעגל שלילי בגרף B­F .אז כל צומת נגיש , כיוון שהמעגל שלם

|ܸ|ሺܱ: זמן ריצה. מכל צומת שהוא B­Fמכל צומת ולכן ניתן לבצע  · ሻ|ܧ| ൌ ܱሺ|ܸ|ଷሻ.  

,ଵݔשוויונים על המשתנים -נתונה מערכת אי • … , ௜ݔ: מהצורה ௡ݔ െ ௝ݔ ൑ ܿ௜௝ .רוצים למצוא פתרון למערכת או להוכיח שלא קיים כזה. 

,௜ݔሺומשקל כל קשת  ௜ݔשצמתיו הם כל לא מכוון נבנה גרף שלם  :פתרון לכל צמתי  0עם קשתות במשקל  sנוסיף לגרף צומת חדש . ௜௝ܿהוא  ௝ሻݔ

  :מ אין מעגל שלילי בגרף שיצרנו"נטען כי קיים פתרון למערכת אמ. הגרף

,ݏሺߜאת  ௜ݔמחזיר לכל  B­Fאז , אם נניח שאין מעגל שלילי. המתאימים יביאו לסתירה אזי סיכום אי השוויונות, אם נניח שיש מעגל שלילי . ௜ሻݔ

,݅לכל : נראה שהצבת ערכים אלו הם פתרון למערכת ௜ݔצריך להתקיים  ݆ െ ௝ݔ ൑ ܿ௜௝ ߜמ "וזה אמሺݏ, ௜ሻݔ െ ,ݏ൫ߜ ௝൯ݔ ൑ ܿ௜௝ ൌ ,௝ݔሺݓ ומכאן  ௜ሻݔ

 . בים"מתקבל אי שוויון בסיסי לגבי מק

ሻݒሺכߜ: נגדיר vלכל . משקלות' נתון גרף מכוון ללא מעגלים שליליים ופונ • ൌ min௨א௏ሼߜሺݑ,  .כߜלמצוא את  .ሻሽݒ

ݒונחזיר לכל  B­Fנריץ . לכל צמתי הגרף 0עם קשתות במשקל  sנוסיף צומת חדש : פתרון א ,ݏሺߜאת  ܸ   .ሻݒ

,ݏሺߜ- מתקיים ש: נכונות ሻݒ ൌ minሼݓሺݏ, ሻݑ ൅ ,ݑሺߜ ሻሽݒ ൌ minሼߜሺݑ, ሻሽݒ ൌ  .ሻݒሺכߜ

 .בגרף 0מ קיים מעגל במשקל "אמ Trueרוצים להחזיר . משקלות וללא מעגלים שליליים' נתון גרף מכוון עם פונ •

בו קשת מופיעה רק ( 'Gבים "תוצאותיו את גרף המקונבנה מ s-מ B­Fנריץ . לכל צמתי הגרף 0עם קשתות במשקל  sנוסיף לגרף צומת חדש : פתרון

  .Fאחרת  Tנחזיר , אם כן. יש מעגל מכוון= נבדוק אם יש קשת אחורית  DFSבעזרת ). G-בב "אם היא חלק ממק

,ݏሺߜאז סיכום השוויונות  'G-ב kאם יש מעגל באורך : נכונות ௜ሻݒ ൌ ,ݏሺߜ ௜ିଵሻݒ ൅ ,௜ିଵݒሺݓ ଴ݒכאשר ( ௜ሻݒ ൌ ∑: יביא ל) ௞ݒ ,௜ିଵݒሺݓ ௜ሻ௞ݒ
௜ୀଵ ൌ

ሺGݓ െ ሻהמעגל ב ൌ אז קיימת קשת מהמעגל  'G-אם נניח בשלילה שאינו באז  0מעגל במשקל  G-אם קיים ב. 0מעגל במשקל  G-כלומר קיים ב, 0

,ݏሺߜונקבל אי שוויונות מהצורה  'G-שאינה ב ௜ሻݒ ൑ ,ݏሺߜ ௜ሻݒ ൅ ,௜ݒሺݓ ,௞ݒሺכ "בה(פרט לקשת אחת  ௜ାଵሻݒ ,ݏሺߜ): ଵሻݒ ଵሻݒ ൏
קטן ממש

,ݏሺߜ ଵሻݒ ൅

,ଵݒሺݓ ሺGݓמסיכום אי השוויונות נקבל כי . ଶሻݒ െ ሻהמעגל ב ൐   .בסתירה, 0
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  :Warshall­Floydאלגוריתם של 

 kב "ונגדיר את גובה המק, כל על כל הצמתים הפנימייםנסת, jלצומת  iב מצומת "עבור מק. nעד  1- את הצמתים מ שרירותיממספרים באופן 

,݅לכל : בים לפי סדר גובה עולה"בונים מק. ב"כאינדקס המקסימלי מבין הצמתים הפנימיים באותו מק ݆, בגובה  j-ל i-ב מ"נחשב את אורך המק ݇

݇ ൒ החל מ-݇ ൌ   .בים"בסיום נקבל את כל המק. 0

௜,௝ܦ •
ሺ௞ሻ

݇בגובה  j-ל i-תר מאורך המסלול הקצר ביו:  ൒. 

ሺ଴ሻܦ • ൌ  .מסלולים ללא צמתים פנימיים: ܹ

 :ሺ௞ିଵሻܦמתוך  ሺ௞ሻܦבניית  •

௜,௝ܦ
ሺ௞ሻ ൌ minቄܦ௜,௝

ሺ௞ିଵሻ, ௜,௞ܦ
ሺ௞ିଵሻ ൅ ௞,௝ܦ

ሺ௞ିଵሻቅ :או שהם שווים או האורך המינימלי של מסלול מ-i ל-j  העובר דרךk  ݇ושאר הצמתים ൒.  

  .ሺ|ܸ|ଷሻܱ: וכיותסיב

  :הערות

 .ועדכון כל ערך חדש נשים במקום הערך הישןאחת ' מקום למטמספיק : מקום .1

௜,௝ߨ ):הגורם הימני( kכלומר קיים מסלול טוב יותר העובר דרך , אם הערך שונה: ࣊עדכון מטריצת  .2
ሺ௞ሻ ՚ ௞,௝ߨ

ሺ௞ିଵሻ
  :אז) הגורם השמאלי(אם לא . 

௜,௝ߨ
ሺ௞ሻ ՚ ௜,௝ߨ

ሺ௞ିଵሻ
.  

  

  :Johnsonאלגוריתם של 

  :הטרנספורמציה הנדרשת. פעמים |ܸ| Dijkstraשליליים ומריץ את -הופך את כל המשקלות לאי: רעיון האלגוריתם

݄: ܸ ՜ Թ ,כݓሺݑ, ሻݒ ൌ ,ݑሺݓ ሻݒ ൅ ݄ሺݑሻ െ ݄ሺݒሻ .ב תחת "מק: טענהw ֞ כݓב תחת "מק.  

ሻߨሺݓעבור מסלול כלשהו : הוכחה ൌ ,ଵݒሺݓ ଶሻݒ ൅ ൅ڮ ,௞ିଵݒሺݓ ሻߨሺכݓ: מתקיים ௞ሻݒ ൌ ڮ ൌ ሻߨሺݓ ൅ ݄ሺݒଵሻ െ ݄ሺݒ௞ሻ  -  כלומר ההבדל

ଵሻݒሺ݄. ולא במסלול, תלוי רק בצומת ההתחלה וצומת הסיום െ ݄ሺݒ௞ሻ  ݒ- מסלול מ כלתהיה תוספת קבועה עבורଵ ݒ- ל௞ ב נשמר"ולכן מק.  

  :מתאימה hכעת נבנה 

,ݏሺלכל  0עם משקל  'Gצמתי  כלשיחובר ל sונוסיף לו צומת , 'Gק את הגרף לגרף חדש נעתי ሻݑሺ݄: ונגדיר, s-אחד מ B­Fנבצע  . ሻݑ ൌ ,ݏᇲሺீߜ   .ሻݑ

݄אז , 0- אם כל המשקלות הישנים גדולים או שווים ל ؠ ݓואז , 0לכל הצמתים יהיה הקשת הישירה שמשקלה  s-ב מ"כי ברור שהמק( 0 ൌ   .)כݓ

,ݑሺכݓ: ההוכחה פשוטה ሻݒ ൌ ,ݑሺݓ ሻݒ ൅ ݄ሺݑሻ െ ݄ሺݒሻ ൒ ,ݑሺݓ: מ"אמ 0 ሻݒ ൅ ,ݏሺߜ ሻݑ ൒ ,ݏሺߜ   .ב"תכונה בסיסית של מק -  ሻݒ

  

  :Network Flow: זרימה ברשתות

  :רשת זרימה

ݏעם צומת מקור  Gגרף מכוון  א ݐוצומת מטרה  ܸ א :ܿופונקצית קיבול על הקשתות  ܸ ܧ ՜ Թା )ܿሺ݁ሻ ൐ ݁׊ 0 א ݁לכל  ;ܧ ב ሺ݁ሻܿ: ܧ ൌ 0 .(

|ܧ|-קשיר ו G, בפרט. נגיש מכל צומת t-ו s-מניחים כי כל צומת נגיש מ ൒ |ܸ| ൅ 1.  

  :flow - זרימה 

:݂: זוג צמתים לכלפונקציה המוגדרת  ܸ ൈ ܸ ՜ Թ . בפועלf  זרימה חוקית מקיימת. רק על קשתות ואנטי קשתות 0מקבלת ערכים שאינם:  

,ݑሺ׊: אילוצי קיבול • ሻݒ א ܸ ൈ ܸ: ݂ሺݑ, ሻݒ ൑ ܿሺݑ, ,ݑሺאם  .ሻݒ ሻݒ ב ,ݑሺ݂אז  ܧ ሻݒ ൌ ݂ሺݒ, ሻݑ ൌ 0. 

,ݑሺ׊: אנטי סימטריה • ሻݒ א ܸ ൈ ܸ: ݂ሺݑ, ሻݒ ൌ െ݂ሺݒ, ,ݑሺ݂: מכאן( ሻݑ ሻݑ ൌ 0.( 

ݑלכל : שימור הזרימה • ് ,ݏ ∑מתקיים  ݐ ݂ሺݑ, ஺ௗ௝ሺ௨ሻאሻ௩ݒ ൌ ݒניתן להגיד לכל ( 0 א  ).0כי זרימה של זוג שאינו קשת היא  ܸ

  :ערך

|݂|חישוב זרימה חוקית עם ערך מקסימלי : המטרה. t-כ הזרימה הנכנסת ל"הינו סה |݂|המסומן  fערך זרימה  ൌ ∑ ݂ሺݑ,   .௏אሻ௨ݐ

  :תכונות וסימונים

,ܣיהיו  ܤ ك ,ܣሺ݂אזי  ܸ ሻܤ ൌ ∑ ݂ሺݑ, ,ሽݑሺሼ݂: חוק שימור הזרימה. ஻א஺,௩אሻ௨ݒ ܸሻ ൌ ݂ሺݑ, ܸሻ ൌ ∑ ݂ሺݑ, ௏אሻ௩ݒ ൌ 0. 

,ܺלכל  • ܻ ك ܸ ,f מתקיים, זרימה חוקית :݂ሺܺ, ܻሻ ൌ െ݂ሺܻ, ܺሻ. 

ܻځܺאם  • ൌ ,ܻڂሺ݂ܺ: אז ׎ ܼሻ ൌ ݂ሺܺ, ܼሻ ൅ ݂ሺܻ, ܼሻ )ניתן גם להפוך את סדר הגורמים :݂ሺܼ, ሻܻڂܺ ൌ. ...( 
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  :Fulkerson­Ford אלגוריתם

,ݑሺלכל  0-ל fאתחול    .נוספת לאורך המסלול י הזרמה"ע fנגדיל את הזרימה , כל עוד קיים מסלול משפר .ሻݒ

  : Residual Network -ית הרשת השיור

,ݑሺ: והקשתות הן Vהצמתים הם : ௙ܩנסמן את הרשת השיורית . fוכן זרימה חוקית , s,tוצמתים  cקיבול ' עם פונ Gנתונה רשת זרימה  ሻݒ א כך  ܧ

,ݑሺ݂- ש ሻݒ ൏ ܿሺݑ, ,ݒሺאו אנטי קשתות ) נותר פוטנציאל להזרים בהן( ሻݒ ,ݑሺ݂עבורן  ሻݑ ሻݒ ൐ ,ݑ௙ܿሺ: קיבול שיורי. 0 ሻݒ ൌ ܿሺݑ, ሻݒ െ ݂ሺݑ,  -  ሻݒ

݂כאשר  .כמה עוד אפשר להזרים דרך אותה קשת ؠ ܩאז ) באתחול( 0 ൌ   .௙ܩ

  ).௙ܩ- יופיעו ב לא 0קשתות עם קיבול שיורי ( ௙ܩברשת השיורית  t-ל s-מסלול משפר הוא מסלול מ ֚

ונגדיר  ሻ݌௙ܿሺזרימה נוספת בכמות  p-נזרים ב. pהגבול השיורי של =  pאת הקיבול המינימלי של קשת של  ሻ݌௙ܿሺ -סמן בנ, מסלול משפר pאם 

,ݑሺכ݂: זרימה חדשה ሻݒ ൌ ൜
݂ሺݑ, ,ሻݒ ሺݑ, ሻݒ ב ݌
݂ሺݑ, ሻݒ ൅ ௙ܿሺ݌ሻ, ሺݑ, ሻݒ א ݌

  

|כ݂|-זרימה חוקית ו כ݂: טענה ൌ |݂| ൅ ܿ௣ ൐ |݂| )ܿ௣ סימון מקוצר ל -௙ܿሺ݌ሻ(:  

 .:מקיימת את אילוץ הקיבול •

 .מקיימת את שימור הזרימה •

רציונאלים / עבור קיבולים שלמים (מספר הצעדים . BFSי "ניתן למצוא אותו ע, t-ל s-לא מציין כיצד ניתן למצוא את המסלול מ' כיוון שהאלג

௣ܿזאת כיוון שבכל צעד . |כ݂|י ערך הזרימה המקסימלית "יל עחסום מלע) י מכנה משותף"שהפכנו לשלמים ע ൒ 1ולכן ערך הזרימה גדל בערך  1 ൑ 

  .בכל צעד

  :Min Cut Max Flowמשפט 

,ሺܵלשתי קבוצות זרות  Vנגדיר חתך כחלוקה של  ܶሻ ݏ- כך ש א ܵ, ݐ א ,ሺܵܿהקיבול של החתך הוא . ܶ ܶሻ  ݂והזרימה דרך החתך היאሺܵ, ܶሻ.  

,ሺܵולכל חתך  fלכל זרימה  :נהטע ܶሻ מתקיים :|݂| ൌ ݂ሺܵ, ܶሻ.  

,ሺܵולכל חתך  fלכל זרימה : טענה ܶሻ מתקיים :݂ሺܵ, ܶሻ ൑ ܿሺܵ, ܶሻ ) אםሺݑ, ሻݒ א ݑ- כך ש ܧ א ܵ, ݒ א ,ݑሺ݂אז  ܶ ሻݒ ൑ ܿሺݑ, ואם היא אנטי , ሻݒ

,ݒሺכלומר , קשת ሻݑ א ,ݑሺ݂אזי  ܧ ሻݒ ൌ െ݂ሺݒ, ሻݑ ൑ 0 ൌ ܿሺݑ,   ).ሻݒ

  :המשפט

  :התנאים הבאים שקולים

1. f זרימה מקסימלית. 

 .t-ל s-לא מכילה מסלול מ ௙ܩהרשת השיורית  .2

,ሺܵקיים חתך  .3 ܶሻ כך ש-|݂| ൌ ܿሺܵ, ܶሻ. 

  :הוכחה

1 ֜   .אז היינו יכולים להגדיל את ערך הזרימה ௙ܩ-כיוון שאם היה מסלול משפר ב, מיידי: 2

2 ֜ ,ሺܵה חתך נבנ, ௙ܩ-נניח שאין מסלול משפר ב: 3 ܶሻ כך ש-S מכיל את כל הצמתים הנגישים מ-s ܩ- ב௙ ו-T ݐ(ר את כל השא א כי לפי הנחה  ܶ

,ݑሺנראה שלכל ) 3(כדי להראות את ). s-לא נגיש מ ,ݑሺ݂בחתך מתקיים  ሻݒ ሻݒ ൌ ܿሺݑ, ݑ( ሻݒ א ܵ, ݒ א   :נחלק לשני מקרים ).ܶ

• ሺݑ, ,ݑሺ݂אם  :קשת מקורית בגרף ሻݒ ሻݒ ൏ ܿሺݑ, ,ݑ௙ܿሺאזי  ሻݒ ሻݒ ൐ ,ݑሺולכן  0 ሻݒ א  .בסתירה, נגיש vגם , s-נגיש מ u-כיוון ש: ௙ܧ

• ሺݑ, ,ݒሺכלומר , אנטי קשת ሻݒ ,ݑሺ݂מתקיים . קשת ሻݑ ሻݒ ൌ ݂ሺݒ, ሻݑ ൌ ,ݒሺ݂אז , אם לא יתקיים. 0 ሻݑ ൐ ,ݑሺ݂-ו 0 ሻݒ ൏ ומכאן  0

ሺݑ, ሻݒ א  .בסתירה, כמו קודם s-נגיש מ v-ו ௙ܧ

3 ֜ |݂|כי לכל זרימה מתקיים , ימייד: 1 ൑ ܿሺܵ, ܶሻ , מקסימלית |݂|לכן.  

  :)Korp­Edmondsגרסת , Fulkerson­Ford( תיעילו

המסלולים ' הוא מס' האיטרציות של האלג' מס. על הרשת השיורית BFSי "ע, הקשתות' מבחינת מס קצרים ביותרלחפש מסלולים משפרים  נרצה

|ܧ|ሺܱמספר האיטרציות הוא . המשפרים · |ܸ|ሻ כ זמן הריצה "ולכן סה)BFS ܱהוא ) בכל איטרציהሺ|ܧ|ଶ · |ܸ|ሻ.  

אותה ). ௣ܿאותה קשת שקיבולה השיורי הוא (קשת אחת לפחות על המסלול המשפר נהיית רוויה , מספר האיטרציות חסום כך כיוון שבכל שיפור

כ יכולה לחזור "סה. שאחריהאך יכולה לחזור לרשת השיורית , קשת לא תהיה ברשת השיורית הבאה
|௏|
ଶ

|ܧ|ሺܱ: כ"לכן סה. פעמים בערך  · |ܸ|ሻ.  

שאר הצמתים נמצאים בין לבין לפי . נמצא לבדו בשכבה האחרונה t, 0-נמצא לבדו בשכבה ה sכאשר , בונה שכבות s-מ ௙ܩעל  BFS: רשת שכבתית

  .ת השכבתיתוזו תהיה הרש, נחזיק רק קשתות מעבר משכבה לשכבה. s-מרחקם מ
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  :Dinic: אלגוריתם של דיניץ

כוללת רק קשתות משכבה (נחפש מסלולים משפרים על הרשת השכבתית , s-נגיש מ tכל עוד . s-מ BFSי "נבנה רשת שכבתית מהרשת השיורית ע

  ).ד שאין מסלולים משפריםע, וממנה שכבתית וכן הלאה(נזרוק את הרשת ונבנה רשת שיורית חדשה , s-לא יהיה נגיש יותר מ tכאשר ). לשכבה

ונפחית קיבול ( נזרים דרכו את הקיבול השיורי המינימלי ונמחק מהרשת השכבתית את הקשתות הרוויות, בכל שלב מציאת מסלול משפר

  ).k-ששימוש בהן יוביל למסלול ארוך ממש מ, מקשתות הפוכות לקשתות ברשת השכבתיתבמסלול ונתעלם מהקשתות האחרות 

  :עם שלוש הפרוצדורות s-על הרשת השכבתית החדשה מ DFS-דומה לנריץ אלגוריתם 

• Advance(u) :אם אין קשת יוצאת מ-u ,לך ל-Retreat(u) . אם יש קשת כזוሺݑ, ݒאם ). Advance(v)(נמשיך ברקורסיה אז  ሻݒ ൌ  ݐ

 .Augmentנבצע 

• Retreat(u) : ݑאם ൌ נחזור , ואת הקשתות הנכנסות אליו uרת נמחק את אח). פאזהסוף ( זהו סוף הטיפול ברשת השכבתית הנוכחית ݏ

 .Advance(v)ונבצע  u-שקרא ל vלאב 

• Augment :נחזור לצומת ההתחלה נקטין קיבול שאר הקשתות במסלול ו, ולכן נמחק קשתות רוויות, זהו מסלול משפרu  של הקשת

 .Advance(u)ונבצע , במסלול s-הרוויה הקרובה ביותר ל

מ אין "אין מסלול ברשת השכבתית אמ: לכן. kבאורך שפרים ברשת השכבתית שהם מסלולים משפרים ברשת השיורית מוצא מסלולים מ' האלג

ניצור , נעדכן את הזרימה ברשת המקורית שנוספה בפאזה הקודמת: בפאזה החדשה. ולכן יש לעבור לפאזה הבאה kמסלול ברשת השיורית באורך 

  .המשופר לעיל DFS-ונתחיל שוב את ה רשת שיורית חדשה וממנה רשת שכבתית חדשה

  :נכונות

בסיום הפאזה אין , לכן ).מספר השכבות( kבכל פאזה הרשת השכבתית מכילה רק צמתים וקשתות שיכולים להופיע על מסלולים משפרים באורך 

  ?kברשת השיורית באורך  t-ל s-מסלולים משפרים ברשת השכבתית ולכן אין מסלולים משפרים מ

  :סיבוכיות

|ܸ|לכן מספר הפאזות יהיה לכל היותר  .בכל שיפור) השכבה בה יימצא(עולה חלש  s-מרחק צומת מ: ענהט െ ברשת  s-מ tבסיום פאזה מרחק : 1

  .כך יהיה גם ברשת השכבתית החדשהולכן  k-גדול ממש מהשיורית 

מספר החסימות לכל . ሺ|ܸ|ሻܱלות שזה פעו ሺ݇ሻܱבין שתי חסימות עוקבות מתבצעות . נכנה קשת שמחקנו כקשת חסומה: יעילות פאזה בודדת

|ܧ|ሺܱ: כ"ולכן סה |ܧ|היותר  · |ܸ|ሻ.  

|ܧ|ሺܱ: כ"סה · |ܸ|ଶሻ  -  שיפור לעומתEdmonds­Korp.  

  

  :૙/૚רשתות 

ܩבתחילת הדרך  .לפאזה ሻ|ܧ|ሺܱדיניץ על רשתות כאלה ייקח  ).0או ( 1רשתות בהן כל קשת בעלת קיבול  ൌ לאורך כל  1יבולים הם וכל הק ௙ܩ

הקשתות עליו נהיות רוויות ולכן כולן יוצאות מהרשת השיורית וכל הקשתות ההפוכות נכנסות אליה עם  כל, אם נמצא מסלול משפר: 'מהלך האלג

  .1או  0ובכל קשת הזרימה בכל שלב היא או , 1עם קיבול  ௙ܩ- כל קשת מקורית או הפוכתה נמצאות תמיד ב. 1קיבול שיורי 

מספר הקשתות +k-אחד לשני מספר הצעדים פרופורציונלי ל Augmentבין . ሺ݇ሻܱעלות הפעולה , קשתות kחוסמים / מוחקים  Augmentבביצוע 

|ܸ|ሺܱלפיכך דיניץ רץ בזמן . שנמחקו בגלל צמתים תקועים ·   .ברשתות אלו ሻ|ܧ|

  :כך נקבל.  ሻ|ܧ|ሺඥܱהוא  0/1באופן כללי מספר הפאזות ברשת 

|ܧ|ሺܱ: מקרה הכלליב •
య
మሻ. 

כדי להפוך  1-יכול להתקבל כאשר מפצלים קשת בעלת קיבול גדול מ(מקבילות -רשת ללא קשתות מקבילות או אנטי :1רשת מטיפוס  •

|ܧ|ሺܱ) 0/1רשת לרשת  · |ܸ|
మ
యሻ , כי יש|ܸ|

మ
య פאזות. 

|ܧ|ሺܱ, 1ת יציאה או דרג 1רשת בה כל צומת בעל דרגת כניסה : 2רשת מטיפוס  • · |ܸ|
భ
మሻ , כי יש|ܸ|

భ
మ פאזות. 

  .טיפוס הרשת נשמר גם ברשת השיורית: הערה

  :זיווג מקסימלי

G גרף דו צדדי ,ܻܺ۫ ൌ ܧ, ܸ ك ܺ ൈ  X,Y-לכל הצמתים ב s,tמחברים : 'האלג .זרות בצמתים E-צריך למצוא אוסף מקסימלי של קשתות ב, ܻ

  .קשתות רוויות מהוות זיווג מקסימלי. לכל קשתות הגרף ובודקים זרימה מקסימלית 1נותנים קיבול , בהתאמה

או  X-קשתות מאותו צומת ב 2אין , )s,t-לכולם פרט ל 1יציאה /דרגת כניסה( 2כיוון שהרשת מטיפוס . 1זרימה היא זיווג כי דרך כל קשת רוויה זורם 

|ܧ|ሺܱ: עלות. Y-לאותו צומת ב · |ܸ|
భ
మሻ ימוש בדיניץי ש"ע.  



 14      אריאל סטולרמן
 

  :Hallמשפט 

ܸ, צ"גרף דו Gיהי  ൌ ܧ, ܻ۫ܺ ك ܺ ൈ ܣלכל . ܻ ك |ܺ|ונניח , A-של כל הצמתים מ Y-את קבוצת השכנים ב ሻܣΓሺנסמן  ܺ ൌ קיים  G-ל :אז. |ܻ|

|ܺ|זיווג בגודל (זיווג מושלם  ൌ ܣ׊ ֞) |ܻ| ك ܺ: |Γሺܣሻ| ൒   .|ܣ|

  

  :)מהתרגול(תרגילים וטענות 

 אוה םלש גוויז( ירשפאה ילמיסקמה גוויזה והמ ,םיירשפא םיכודיש תצובקו Y תונב תצובק ,X םינב תצובק ןתניהב :ילמיסקמה גוויזה תייעב •

min ሼ|ܺ|, |ܻ|ሽ - תכדושמ תב לכו ךדושמ ןב לכ וב גוויז(. 

 ויהי םיירשפאה םיגוויזה, Yכל ל 1 וליבק םע תותשקב רבחוי X, t לכל 1 לוביק םע תותשקב רבחוי s,t: s םיתמצ םיפיסומו צ"וד ףרג םירצוי :ןורתפ

  .גוויזה תא ןתת איהו ,תילמיסקמ המירז אצמנ .∞ לוביק ילעב Y-ל X ןיב תותשק

 ןפואב .תונב יתשל דחא ןב גוויז לש בצמ ןכתי אל ןכל .רתויה לכל 1 המירז ריבעהל לוכי ןכלו ,רתויה לכל 1 המירז לבקל לוכי X-ב ןב לכ :תונוכנ

|ܧ|ሺܱ :תויכוביס ןכלו 2 סופיטמ איה תשרה .1 לדוגב רתויה לכל המירז t-ל ריבעהל הלוכי יכ דיחי ןבל גווזת תב לכ המוד · |ܸ|
భ
మሻ.  

 .זהכ ייםק אשל תוארהל וא ,1 איה האיציה תגרדו 1 איה הסינכה תגרד םידוקדוקה לכלש ףרג תת אוצמל םיצור ,G ןווכמ ףרג ןתניהב •

,V: ଵܸ- ל םילופכש ינש םירצוי :ןורתפ ଶܸ. ריתקולכל קשת מ :צ"דו ףריוצרים מהם ג ሺݑ, ,ଵݑሺת שקים צרוי ሻݒ  אצמנ. 1 דלגוב בולקית לעב ଶሻݒ

  .1 = הסינכה תגרד = יאהיצת הדרגד וקדוק לכל ךכ – ףרת גש תי יאזם שלג ווזי נוצאמ אם .שבנינו ותשתהקת וצבקל ליסיממקג וויז

 םומיסקמש ךכ )יםוסמטרים וחב ליםייד גםו סיםטות מורחוב ותיסטיר שאכ( ותשלשא ומצוצים לר .םילייד m ,תוסייט n ,םסימטו kם ינותנ •

 .ליבקמבו ריאימם יסוטמ

; יםסוטמה k לש ףסונ קתועלים וסמטה k תא םריחבמ ;יםתוננה פיים לוסמטה k-ל ותסייטה nם את ירבחמ ;תוסייטה לכל s םירבחמ: ןורתפ

 ךכ. יתמלסימקה רימז םיקדובו 1 בולקי ותקשתל הלכם נינות. t-ל םיליידאת ה םירבחמ ;יםוננתפי הל ליםייהד m-לף וסהנק עותת הא ריםחבמ

  .דייל,סוטמ,תיסטי לש תולשל שש ילמיסקמ רפסמל קבנ

|݂| הכרעש המירז תשר הנותנ • ൌ |ᇱ݂| רכהעש המירז תשרב שי חרכהב םאה .1000 ൌ 700? 

 min­cut-ה. דשההחרשת ב חדשר ההבוא הוש, 'tל א t-מ 700ל בוקי תלעבת שק ישש הואדל הבכל הה שדשח שתר נהישת ההרשם מניבו. ןכ :רוןתפ

ל ש' מקסה ימזר שי החדשה שתרן בכל .1000 תוחפל היה, תשבאותה ר max­flow-השווה ל, נהישה רשתב min­cut-ה כי 700וא ה דשההח תשרב

  .t-ל 700ית ורמקה רשתר בביהעל תןינ כךפיל .t 700-שחייב להיכנס לבע נוה ימזרר הימומש, 't- ל 700 מהזרים ע חתא שתק תאיוצ t-משן ווכי .700

ל דיתגה וליבק לתהגדש שתשת קבר מתייקם האודק הב' לגא ראתל. fית מלסימקמה ירזות שתוהקעל ים ולביק םע תנווכממה ריז תשר הנותנ •

 .יתמלסימקה הימזרת הא

כל  לע רובענ .)לאל סלוו מאות לע תתושקה ראשו( יהוור בדבלחת א תשק שי ובת ימלימקסה הימזרב לולסמ שיאם  קר רופיש םייק: ןורתפ

 .תינסחמל הפיסונ, כהד ע זובכנו קלנתלא ו ,הרווי תשקב יםקלנת םא :s-מ BFSי "תור עפנ תעכ. לאו א יותוור הן םאה הדש םהב קיזחונות קשתה

  .או לא וירו אוה כה לול עדסמתחזקת האם מ תינסחמה. קיים שיפור אלשיר חזרת נחא

ם הא. יוגי זא גודלב יתמלסיקממה ריז נהותנ. גיזוי א בוליק תלעב e תחאלט פרם ייוגם זולייבק ותעלת בותשקה כלבה ה רימת זשר הנותנ •

 ?הוויר eח הכרב

ך חתה דלוג MCMFי לפ. יתמלסימקה ימזרה אותת א קבללין עדיו יבול אותה קשת לזוגיאז ניתן להקטין את ק, לאה שיללשב חיננ םא .ןכ :ןורתפ

 .ירהסתב – ליתסיממקה מהירהזם ג כןוללי ימינהמ םג טפרב ,יוגז דלבגוהם  תעכ יםתכהח לכשן ווכי. ליתמיסקמהה ימזרל הודג ואי המלנימיה

 .t-ל s-מ תותשקבם רים זולימסלל ש ילמיסקמ 'סמא צולמצים רו .s,tם תיצמשני ו G ףרג ןותנ •

נו רגא חול ,יםסלולהמד מאח לכ לע 1רים נז אז ,יםזר יםולסלמ k יש םא :תונוכנ .יתמלסימקה רימז צאנמו 1ל ובישת קק כלל תןני :ןרותפ

|݂|-בל שנק. ריםים זולסלם משהן יווכ יםוליבהקמ ൒ |݂| רובעש היצקודניאב חיננ תעכ .݇ ൌ ݈ െ ݇ים יקתמ 1 ൒ |݂|-ת לונוכנ חיכונ .|݂| ൌ ݈: 

בל נקו ותוא חקנמה וזכ רחבנ. t אל s-מלול ים מסיק, דולה מאפסוון שהזרימה גיכ .|݂| עםם רינשאו, 0 הןה בימזרשהות קשתת הא םיקחומ

|݂| ൌ ݈ െ ݈ שיה צידוקנהאית חנהמ .1 െ |݂|לכן . lוק ידש בי נוורדשה מסלולה פתוסבתו ,ריםז יםסלולמ 1 ൌ ݇.  

ש שיות קשתל ש lלי ימינהמ' למסווה ש ותשתבקם ריז יםסלולמל ש k ליימקסמה 'סמה, יםמתצ s,t, ווןמכ ףרגב :ותשתלקר נגמ טפשמ •

 .t-מ sת ק אנתל דיכ וקלמח

݈ :חההוכ ൒ ݇ .םזריה ליםסלוהממ חדא כלחת מא שתת קחולפק חולמם ביייחש וןיוכ ݇ ൑ . לפי תרגיל קודם k= מלית סימקה ימזר |݂| :שן ויוכ ݈

 םא. )ימלניהמיך חתב( ותשתק שלי מליניהמ 'סלמה ווש צםבעה ז, 1ם ה יםוליבהקל שכן ויוכ .ליימינהמך חתהל בוקילה שווה ז MCMFפי כמו כן ל

݇-ש אןכמ .t-מ s אתן כלו T-מ Sת א תקננו אלות שתק קחמנ ൌ ݈.  
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 .זהכ ותבנל ןתינ אלש דיגהל וא ,3ר תיוה לכל האיצית דרג היהתת ומצ לכשל ךכ ונווכל םיצור ,G ןווכמ אל ףגרן ותנ •

݁ל לכת מוצ – ௜݁ םשידח םיתמצי שנ דבצ, V-מ יםתמצה כל דאחד צו בבצ "וד ףגרה נבנ: רוןתפ ൌ ሺݑ, ሻݒ א ݒלכל  sנחבר . ܧ א  ,3ל בוקי עם ܸ

,ݑ לכ ברחנ ݒ א ݁-ש ךכ e לא ܸ ൌ ሺݑ, ሻݒ א  מ"מא ןורתפ םייקש ןעטנו תילמיסקמ המירז אצמנ .1 לוביק םע t-ל e לכ רבחנו ,1 לוביק םע ܧ

|݂| ൌ ݁ לכל יזא ,שרדנכ ןורתפ םייקש חיננ .|ܧ| ൌ ሺݑ, ሻݒ א ,ݑሺ לע 1 םירזנו v לא u-מ ןווכנ ܧ ݁ሻ, מ םאו-v לא u: לע 1 םירזנ ሺݒ, ݁ሻ .תא םילשנ 

ݏ :t לא s-מ המירזה ՜ ݑ ՜ ݁ ՜  לע המירזה ןכל .ראותמכ המירז ילולסמ 3 דעב ףתתשמ דוקדוק לכ ןכלו ,3 דע דוקדוק לכ לש האיצי תגרד .ݐ

,ݏሺ תותשקה ,ሺ݁ תותשקה לכ לע 1 םירזי ןכלו תותשקה לכ תא ונוויכ .3 רתויה לכל ሻݒ |݂| לבקנו ሻݐ ൌ   .המוד ןפואב ינש ןוויכ .|ܧ|

  

  :תכנות דינאמי

  .כאשר הפתרון הרקורסיבי יקר מדי כי הוא נתקל שוב ושוב באותן תתי בעיות ושוב ושוב פותר אותן, ף לגישה רקורסיבית לפתרון בעיותתחלי

הגישה האיטרטיבית . זמן ריצה אקספוננציאלי, י שקדמו לו'את כל מספרי הפיבונצ nהגיש הרקורסיבית מחשבת לכל : י'מספרי פיבונצ, למשל

,଴ܨ-כאשר מתחילים מ, תחשב על בסיס החישובים הקודמים ௡ܨ-בדרך ל ௞ܨכל צעד לחישוב : חישוב לינארי לעומת זאת תבצע   .ידועים ଵܨ

  

  :כפל מטריצות יעיל

…,ଵܣנתונה סדרה של מטריצות  , ௜ܲିଵהיא מסדר  ௜ܣכאשר כל מטריצה , לאו דווקא ריבועיות ௡ܣ ൈ ௜ܲ )ܣורים של מספר הט௜  שווה למספר

଴ܲהמכפלה היא מטריצה מסדר . ௜ାଵܣהשורות של  ൈ ௡ܲ .כאשר ברירת , ניתן לכפול לפי איזה סדר שנרצה, בגלל אסוציאטיביות של כפל מטריצות

ଵܣሺ൫ሺ: המחדל היא · ଶሻܣ · …ଷ൯ܣ ሻ.  

݌ר מחיר כפל בודד של מטריצה מציאת סדר הכפלה עם מספר מינימלי של פעולות כאש: המטרה ൈ ݍבמטריצה  ݍ ൈ עבור כל סדר . ݎݍ݌הוא  ݎ

ଵܣሺ: למשל. הכפלה נייצג עץ בו העלים הם המטריצות · ଷܣଶሻሺሺܣ · ସሻܣ ·   :י"ייוצג ע ହሻܣ

,ሾ݅ܿ- נסמן ב ݆ሿ  ܣאת המחיר המינימלי למכפלת המטריצות௜, ,௜ାଵܣ … ,   :ומתקיים, ௝ܣ

ܿሾ݅, ݆ሿ ൌ min௜ஸ௞ஸ௝ሼܿሾ݅, ݇ሿ ൅ ܿሾ݇, ݆ሿ ൅ ௜ܲିଵ · ௞ܲ · ௝ܲሽ – החלוקה שתתן עלות מינימלית המחושבת  

  .עלות מכפלת שתי המטריצות שנקבל מחלוקה זו+ י העלות המינימלית של כל חלק "ע

,ሾ݅ܿ: מקרה קצה ݅ሿ ൌ   .זו מטריצה נתונה ואין מה לחשב -  0

,ሾ݅ܶ עלות הביצוע הרקורסיבי ݆ሿ הוא:  

ܶሾ݅, ݅ሿ ൌ ݅ולכל , 1 ് ݆ :ܶሾ݅, ݆ሿ ൌ ∑ ሺܶሾ݅, ݇ሿ ൅ ܶሾ݇, ݆ሿ ൅ 1ሻ௝ିଵ
௞ୀ௜  כܶונסמן זאתሺ݆ െ ݅ሻ – בשיטה זו  .ולא האינדקסים ממש כפונקציה של הפער

  :בגישת התכנות הדינאמי. ሺ݉ሻ~3௠כܶ-נקבל ש

൫௡ଶ൯יש  ൅ ݈בעיה עם הפרש  .כל אחת פעם אחת בלבד ונחשב, ሺ݊ଶሻܱכלומר , תתי בעיות ݊ ൌ ݆ െ ݈תלויה בתתי בעיות עם הפרש  ݅ ൐ . לכן נחשבן

݈-בסדר עולה החל מ ൌ ݈ועד  0 ൌ ݊ െ ,ሾ݅ܿלכל  0תחילה נותנים ערך . 1 ݅ሿ . לכל הפרש (לאחר מכן רצים על כל ההפרשים האפשרייםl  רצים על

ܿሾ݅, ݅ ൅ ݈ሿ  לכלi( ,ה על ורצים בלולא ∞אתחלים לערך מk בה מבצעים את החישוב עצמו ועדכון הערך המינימלי ל-ܿሾ݅, ݆ሿ )݆ ൌ ݅ ൅ כמו כן ). ݈

,ሾ݅ߨמחזיקים שדה  ݆ሿ  שיחזיק אתk עליו פיצלנו.  

  .kוהפרש  jהפרש , lלולאה על ההפרש : ሺ3௡ሻܱבמקום  ሺ݊ଷሻܱ: סיבוכיות

 .top down: פתרון רקורסיבי •

 .bottom up: פתרון דינאמי •

  

  :חישוב תת סדרה משותפת מקסימלית

|ܺ|סדרות  2תהיינה  ൌ ݉, |ܻ| ൌ ݊ :
ܺ ൌ ࡮࡭ܦܤ࡯࡮ܣ
ܻ ൌ   .BCAB: תת הסדרה המקסימלית המשותפת היא המודגשת -  ܣ࡮࡭࡯ܦ࡮

,௠ܺ, נסתכל על האיברים האחרונים של הסדרות ௡ܻ .תן לפתור ברקורסיה בלי כך ני. ברור שנשים אותם בתת הסדרה שנבנה, אם הם שווים

  .Xשל  i-את הרישא ה ሺ௜ሻܺנסמן . ௡ܻିଵ-ל ௠ܺאו בין  ௡ܻ-ל ௠ିଵܺאז תת הסדרה המקסימלית תהיה או בין , אם הם שונים. האיברים האחרונים

ሺ݉הוא ) כולל הסדרות הריקות(מספר תתי הבעיות . ׎-תנאי העצירה הוא שאחת מהסדרות הגיע ל ൅ 1ሻ · ሺ݊ ൅ 1ሻ.  

  :הדינאמישיטת התכנות 

,ሾ݅ܵܥܮ- ב נסמן ݆ሿ  ܺאת תת הסדרה המקסימלית ביןሺ௜ሻ, ܻሺ௝ሻ . נכין מטריצה המחזיקה את ערכיLCS .במקום לחשב את : המוצע הוא' האלגLCS 

௜ܺאם : ומצביע למקום הקודם במטריצה בעזרתו נבנתה, נחשב רק את האורך ומצביע לאיבר האחרון שלה, מפורשות ൌ ௝ܻ  - אחרת או ; באלכסון

ଵܣଶܣ

ଷܣ ସܣ

ହܣ
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ሾ݅ܵܥܮ(למעלה במטריצה או שמאלה  െ 1, ݆ሿ  ܵܥܮאוሾ݅, ݆ െ 1ሿ .( ܱכך זמן הריצה הואሺ݉ · ݊ሻ , לעומת אם היינו שומרים בכל שלב את הסדרה

  .יותר יקרה nאו  mאז היתה העלות פי , במפורש

  

  :פתרון משוואה: דוגמא נוספת

,ଵܽנתונים  … , ܽ௡, ܾ א Գ ݔ-ו௜ א ሼ0,1ሽ ,ונתונה המשוואה :∑ ܽ௜ݔ௜௡
௜ୀଵ ൌ   .ולספור את מספר הפתרונות האפשריים, לקבוע האם קיים פתרון. ܾ

  ).NPCבעיה ( ולא תלוי במספרים הנתונים יהיה אקספוננציאלי n-פתרון זמן הריצה שלו תלוי ב

  :פתרון דינאמי

ܯנכניס פרמטר  ൌ ∑ ܽ௜௡
௜ୀଵ . ܯאם יש פתרון אז ൒ ,ሾ݇ܿנסתכל על תתי הבעיות . ܾ ܾሿ: ∑ ܽ௜ݔ௜௞

௜ୀଵ ൌ ܾכאשר , ܾ ൌ 1,… ݇, ܯ, ൌ 1,… , ݊ .

,ሾ݇ܿ: פתרון הבעיה ܾሿ ൌ ܿሾ݇ െ 1, ܾሿ
௫ೖୀ଴

൅ ܿሾ݇ െ 1, ܾ െ ܽ௞ሿ
௫ೖୀଵ

,ሾ݇ܿ-ו,  0ሿ ൌ ௜ݔהפתרון ( 1 ൌ   ).iלכל  0

ሺܱ݊נקבל זמן ריצה  · ሺܱ݊לעומת  ሻܯ · 2௡ሻ בפתרון הנאיבי.  

  

  :Minimum weight Triangulation: טריאנגולציה עם משקל מינימלי

݊-ל Pנפרק את . י העברת מיתרים שלא חוצים זה את זה"קודקודים במישור ע nעם  Pנתון מצולע קמור  െ יש  Δונניח לכל משולש , משולשים 2

  .בעלת משקל מינימלי' ורוצים למצוא טריאנג, משקל הטריאנגולציה הוא סכום משקלי המשולשים. שכאשר משקל הוא שטח המשול, ሺΔሻݓמשקל 

…,ଵ݌נניח קודקודי המצולע הם  , ݁למשל את , נקח צלע כלשהי. ௡݌ ൌ ሺ݌௡, 1יש קודקוד  eלמשולש שיושב על . ଵሻ݌ ൏ ݇ ൏ כך שמשולש זה  ݊

  :לשלושה מצולעיםמחלק את המצולע 

• ଵܲ  עםk קודקודים. 

• ଶܲ  ݊עם െ ݇ ൅  .קודקודים 1

 .המשולש עצמו •

ሻטריאנגולציה מינימלית של ሺܲݓ: מתקיים ൌ minଶஸ௞ஸ௡ିଵሼݓሺ݌ଵ݌௞݌௡ሻ ൅ ௠௜௡ሺݓ ଵܲሻ ൅ ௠௜௡ሺݓ ଶܲሻሽ.  

וכך יובטח שכל תת מצולע לאורך הרקורסיה מורכב , )௡݌௞݌ଵ݌זה המשותף למשולש (כל תת מצולע שמתקבל נפצל במיתר שממנו קיבלנו אותו 

,ሺ݅י "ע 'Pנתאר את . מיתר) + המצולע המקורי( Pמחלק רציף משפת  ݆ሻ  ݌והכוונה ששפתו היא מקודקוד௜  ݌עד קודקוד௝ נגד כיוון השעון.  

  .תת מצולעים ሺ݊ଶሻܱישנם 

  :אילוצים

• ݅ ് ݆. 

݆אם  • ൌ ݅ ൅  .0ע הוא צלע בודדת ומשקלו אז המצול 1

݆אם  • ൌ ݅ ൅  .נחזיר את משקלו –ואין מה להיכנס ברקורסיה , אז המצולע הוא משולש 2

௜ܹ௝: נסמן באופן כללי ൌ min௜ାଵஸ௞ஸ௝ିଵሼݓ൫݌௜݌௞݌௝൯ ൅ ௜ܹ௞ ൅ ௞ܹ௝ሽ . ݆כעת נפתור את הבעיות לפי ההפרש െ ௜ܹ,௜ାଵ, 1עבור הפרש  .݅ ൌ 0 .

݆עבור הפרש  ൌ 2 ՜ ݊ െ ݅נרוץ על : 1 ൌ 1 ՜ ݊ െ ௜ܹ,௜ା௝: ונגדיר ݆ ൌ min ሼݓ൫݌௜݌௞݌௝൯ ൅ ௜ܹ௞ ൅ ௞ܹ,௜ା௝ሽ כאשר בין i ל-k  וביןk ל-݅ ൅ ݆ 

  .j-ההפרש קטן מ

,݅לולאות על ( ሺ݊ଷሻܱ: סיבוכיות ݆,   .לעומת אקספוננציאלית) ݇

  

  :)גולתרהמ( יםילרגת

,ଵݔ םירפסמה רדס הנותנ • … , ௡ݔ א Թ ,יימלקסמ וםסכת עלב פהיצר רהסדתת וא מצל יםרוצ. 

௜ܵ :את i כלל שבחנ: ןורתפ
ା = ݔד ע ילמיסקמהה יפצרהה סדרת התם כוס௜ )ותואכיל להיב יח( ;௜ܵ

ר איבה ובישח תעכ .௜ିଵݔעד ק ם רכוס תווא = ି

௜ܵାଵ :אהב
ା ൌ max ሼ ௜ܵ

ା ൅ ,௜ାଵݔ ௜ାଵݔ
דשהח   תחיליםמ

ሽ,  ௜ܵାଵ
ି ൌ max ሼ ௜ܵ

ା, ௜ܵ
ିሽ .ܵין מב וםימקסהמח את קינ וףסבל௡ା, ܵ௡ି. ליכהי ה"ע רהסדת הת אתצימ 

݅-מ ൌ ܵ-שך כ i ציאתמו רהחוא ݊ ൌ ௜ܵ
ା ,ݔז וא௜ רינאלין בזמן רופת. דרההס לכ בלתקלה ראחוך כ יךמשנ. ם את תת הסדרהסיימ.  

 .יםקודודקהל כ רךר דובהעי מלימינל שקמבט שופ עגלע ממצול יםוצר .םייילשל- יא ותקלמשעם ון כומ לארף ג וןתנ :סעהנון וכהסית יעב •

ܶܵܯ- שה בדעום במשישתמ. 2ܱܲܶר יותה לכל לושקמל שמעגא מצנ. OPTא הוזה ון תרשפח נינ :רוןפת ൑  יףוסנ שתק כלל ,מ"עפח יקנ לכןו ܱܶܲ

הוא ו לנן שתרוהפ. רילויא עגלם מקיין ולכת גיזוה דרגב ודודקל קכ .)יוקבדחת א עםפ תמשנשת קשל בכ( כדי שנוכל לנוע במעגלה ילמקב-ינטא שתק

ܶܵܯ2 דלגוב ൑ 2ܱܲܶ.  
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  :/Pattern MatchingString: התאמת מחרוזות

 P-נגיד ש. Pאת אורך  m-וב, Tאת אורך  n-נסמן ב. T-ב Pמופיעה ) אם בכלל(רוצים לחפש איפה . Pמחרוזת תבנית , Tמחרוזת טקסט : הקלט הוא

௜ܶ: אם Tשל  i -מופיע במקום ה ൌ ଵܲ, … , ௜ܶା௠ିଵ ൌ ௠ܲ .מותרת חפיפה חלקית של התאמות: הערה.  

ሺܱ݉לוקח , לנסות את כל התזוזות האפשריות :פתרון נאיבי · ݊ሻ להלן פתרון ב. זמן-ܱሺ݉ ൅ ݊ሻ:  

,ܣሼ- מורכבות מ T,Pנניח  נבצע בהסתברות , לאחר השוואה ראשונה. בלבד ሽܤ
ଵ
ଶ

ובהסתברות , )לתו הבא(השוואה נוספת  
ଵ
ସ

לתו (השוואה נוספת  

  .2ערך ב: מספר ההשוואות בתזוזה אחתתוחלת . וכן הלאה) אחריו

,ሾ1ܲשהוא  Pאם בתזוזה מסויימת הצלחנו להתאים רישא של  ݅ሿ , 0נחפש תזוזה מינימלית ൏  ܲבה יש התלכדות בין רישא כלשהי שלሾ1, ݅ሿ  לסיפא

,ሾ1ܲשל אותה מחרוזת  ݅ሿ .למשל :
ܶ ൌ ܥܤܣܤܣܤܣ
ܲ ൌ ሾ1,4ሿܲהרישא המתאימה היא  -  ܥܤܣܤܣ ൌ  –ישא המתלכדת עם סיפא היא ר ABבמקרה זה . ܤܣܤܣ

  ).ואז במקרה זה לאותה תזוזה גם תהיה התאמה( 2לכן התזוזה הנדרשת לבדיקה הבאה היא 

,ሾ1ܲנכין טבלה שלכל רישא  ݅ሿ  שלP , ܲנדע מה גודל הרישא המקסימלי שלሾ1, ݅ሿ  ܲשהוא גם סיפא שלሾ1, ݅ሿ.  נסתכל עלi  שהוא האינדקס המסיים

,ሾ1ܲשהוא גודל אותו רישא של  ሺ݅ሻߨעל , םאת תת המחרוזת עליה מסתכלי ݅ሿ והתזוזה הנדרשת תהיה, שהוא גם סיפא :݅ െ   .ሾ݅ሿߨ

  .כבר מותאמים בהזזה הנוכחית pכמה תוים של : שיהיה qנחזיק אינדקס , ߨלאחר חישוב 

ሾ݅ሿܶ-נבצע השוואות ל ൌ?  ܲሾݍ ൅ 1ሿ ,ܶሾ݅ ൅ 1ሿ ൌ? ܲሾݍ ൅ 2ሿ ... עד שנכשל או עד סוףP.  

  .q-מתוך הטבלה ונשים ב ሾ݇ሿߨאז נקח את , הוא אורך הרישא שהתאמנו kח נני

,ሾ݇ߜנחזיק טבלה , כדי לנצל את מירב האינפורמציה על כישלון בבדיקה מסויימת לקראת ההזזה והבדיקה הבאה ܽሿ  שתחזיק את גודל הרישא

,ሾ1ܲהמקסימלית שהיא גם סיפא של  ݇ሿܽ ) שרשור עםa ,ב של "תו מהאT,P ( לכלa ניתנת לחישוב מתוך טבלה זו ߨ. ב"בא.  

  :כעל אוטומט סופי' ניתן להסתכל על האלג

,0,1אוטומט בעל  … ,ሾ݇ߜעובר למצב , aוקורא את  kוכאשר נמצא במצב , Tהאוטומט קורא את . מצבים ݉, ܽሿ ,שהוא  גיע למצב מקבלמעד שm .

  :פעולת האוטומט אופן .Tנודיע על הצלחה ונמשיך לרוץ עד סוף  m-כשנגיע ל

 .P-התוים הראשונים שקראנו מ q-מתאימים ל T-התוים האחרונים שקראנו מ q ؠ qכשהאוטומט במצב  •

,ሾ1ܲשהיא גם סיפא של  Pרישא המקסימלית של הוא גודל ה kכאשר  kעוברים למצב : ߜמעבר  • ሿݍ ל ܽ )a  התו הבא מתוךT כמו לעיל .(

௤ܲାଵאם  ൌ ,ݍሾߜאז  ܽ ܽሿ ൌ ݍ ൅  ).חיפוש התאמה חדשה(המתואר לעיל  kנעבור לאותו , אם לא .ש לנו התאמה בתו נוסף ונתקדםי - 1

  :)Pratt­Morris­Knuth )KMPהאלגוריתם של 

שהוא הרישא  kבמקום להסתכל על : נסתכל על רישא קטנה בתו אחד). לעיל a(דומה לרעיון האוטומט אך ללא תלות באות הקלט הבאה 

,ሾ1ܲשל  המקסימלי המתאים לסיפא ሿݍ ל ݇נסתכל על , ܽ െ 1 :ܲሾ1, ݇ െ 1ሿ  ܲשהוא סיפא שלሾ1,   ).aללא ( ሿݍ

,ሾ1ܲאם  k- נעבור למצב ה: יוגדר שוב ߜמעבר  ݇ െ 1ሿ  ܲהוא סיפא שלሾ1,   .שהוגדרה בהתחלה ߨכמו פונקצית . ሿݍ

  :סיבוכיות

݉-לא תתבצע יותר מ ߨבחישוב  while-לולאת ה. ሺ݉ሻܱ: ߨחישוב  െ   .ሺ݉ሻܱלכן זמן החישוב הוא ו, פעמים 1

ሺܱ݉: כ"סה. זמן ሺ݊ሻܱהפרוצדורה הראשית לוקחת  ൅ ݊ሻ ב"ללא תלות בגודל הא.  

  

  :)מהתרגול( יםילרגת

 .ליעין ופאב רוםנדליא פהיש Tל ש יתמלסימקה שארית הא אצולמ םיצור, T זתרוחמ ונהתנ •

ܶת א וםשרנ :ןורתפ ൌ ݔם ציור ונאו ݕݔ ൌ ோܶ: על לכתסנ. ימליסקמ ோݔ ൌ של א יפס םג איהש Tשל ת ילמיסקמ אשירת ם אצירו םצעבו, ݔோݕ

ܶோ. ץירנ KMP טסקט םע ܶோ ת ניתבוT .שלת מליסימקה שאריך הורא אתמן סנ םא P שלפא סיוא הש ܶሾ1, ݅ሿ ߪ- בሺ݅ሻ, הוא יםרוצך שוראהז א 

ሺܱ݉ :היצהרזמן . ሺ݊ሻߪ ൅ ݊ሻ ൌ ܱሺ|ܶ| ൅ |ܶோ|ሻ ൌ ܱሺ2|ܶ|ሻ ൌ ܱሺ|ܶ|ሻ.  

ܶ ואמצים לצור ,10ת וחפל רךואב T יהת • ൌ |ݕ|- ש ךכ קהלוח ݔݕݔ ൒  .ליימקסמ |ݔ| ,10

|ݔ|: םקיימת זוה כוקחלל כב :רוןפת ൑ ௡ିଵ଴
ଶ

ቔ௡ିଵ଴ם ע KMP ריץנ .
ଶ
ቕ ל שם נירואחם הויהתT וסט טקכ-ܶሾ1, ቔ௡ିଵ଴

ଶ
ቕሿ ߪ .תניבכתሺቔ௡ିଵ଴

ଶ
ቕሻ  יתן את

  .אורך ההתאמה המקסימלית
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